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Aufgabe 12 (Die Restklassen modulo n) 3 Punkte
Diese und die folgende Aufgabe werden auf zukinftigen Bldttern fortgefiihrt!

Es sei n eine feste natiirliche Zahl und @ = {a + kn : k € Z} fiir a € Z die ,,Gerade* vom letzten Ubungsblatt. Das
Mengensystem aller dieser Mengen bezeichnen wir mit Z, = {a@ : a € Z}, man nennt es den Restklassenring modulo n
und a die Restklasse von a modulo n. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Die Mengen @ und b sind genau dann gleich, wenn a — b durch n ohne Rest teilbar ist.
(b) Der Restklassenring Z, enthilt genau n Mengen.

Losung

Zu a):

Richtung =

Angenommen die Mengen @ und b sind gleich, also {a+kn : k€ Z} = {b+kn : k € Z}. Dann ist insbesondere
a € a=b, also gibt es k € Z mit a = b+ kn, somit ist @ — b = kn glatt durch n teilbar.

Richtung <:

Angenommen a—b ist ohne Rest durch n Teilbar, dann ist a—b = kn fiir ein k € Z. Wir miissen jetzt zeigen, dass @ C b und
b C a gilt. Ist = € @ beliebig, also © = a-+In fiir irgend ein | € Z, so ist = a+In = a+(b—a)+ (I +k)n=0b+({+k)n € b,
also @ C b. Ist dagegen y € b, also y = b+ dn, dann ist y = b+dn = b+ (a —b) + (d — k)n = a+ (d — k)n € @, also auch
b C a, und die beiden Mengen sind gleich.

Zu b):

Nach der vorigen Rechnung ist @ = b genau dann, wenn a — b ohne Rest durch n teilbar ist. Damit sind die Mengen
0,1,...,n — 1 alle paarweise verschieden, weil keine Differenz aus den Zahlen 0,1,...,n — 1 glatt durch n teilbar ist.
Andererseits ist 0 = 72 = 2n = - - -. Damit ist

Zn = {0,1,...,n—1}

ein Mengensystem mit genau n Mengen.

Aufgabe 13 (Rechnen mit Restklassen) 4 Punkte

Wieder sei n € Z fest. Wir definieren die Summe von Teilmengen aus Z iiber
R+S ={r+s:reR,seS}.

Zeigen Sie zunichst die Regel a +b = @ + b, wobei @ = {a + kn : k € Z} die Restklasse von a modulo n ist. Zeigen Sie
nun ausfiihrlich durch Nachrechnung aller Axiome, dass (Zn,+) eine abelsche Gruppe bildet.

Achtung: In diesen beiden Aufgaben bezeichnet a eine der Zahl a zugeordnete Menge. In den folgenden Aufgaben
ist Z die konjugierte komplexe Zahl von z. Beide Schreibweisen haben sich in der Mathematik eingebiirgert, wir unter-

scheiden Sie, indem wir ganze Zahlen mit niedrigen Buchstaben a, b, ¢, ... und komplexe Zahlen mit hoheren Buchstaben
z,w, S, ... bezeichnen.
L6sung

Zu a): Nach Definition ist
a+b = {(a+b)+kn : kcZ} 5 {la+Ulin)+(b+1lmn) : kI€Z} = a+b,
wobei der Schritt (%) gilt, weil jedes k € Z als Summe k = [; +l2 von zwei ganzen Zahlen geschrieben werden kann (dass

mehrere verschiedene Summen das gleiche k geben ist unwichtig, das innerhalb einer Mengenklammer jedes Objekt nur
einmal gezéhlt wird).



Zu b): Wir rechnen alle Axiome nach:

Axiom G1 (Assoziativgesetz):

Es seien @, b, ¢ € Z,, beliebig, dann gilt

(@+b)+e = (a+b)+¢ = (@a+b)+c) .= atb+c) = a+(b+o) 5 a+(b+e).

—
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Axiom G2 (Neutrales Element):
Das neutrale Element von Z,, ist die Nullrestklasse 0, also die Menge {0 + kn : k € Z} aller ganzen Zahlen, die durch n
teilbar sind. Beweis: Fiir jedes a € Z,, gilt

0+a = 0+a=a, a+0 = a+0 = a.
(a) a

Axiom G3 (Inverses Element):

Das inverse zu a in Z, ist n — a, denn es gilt

a+n—a = atn—a=n=0.
Axiom G4 (Kommutativgesetz):
Es gilt
a+b =a+b = bta = b+a
(a) G4in Z (a)
Aufgabe 14 (Die Polardarstellung) 3 Punkte

Betrachten Sie die Abbildung ® : (0,00) x [0,27) — C — {0} , (r,¢) — 7 - (cos(¢) + isin(¢)). Zeigen Sie, dass diese
Abbildung eine Bijektion ist, d. h. jede komplexe Zahl z € C (mit der Ausnahme z = 0) kann mit einem Paar (r, )
identifiziert werden.

Losung

Injektivitédt von ®: Erstmal ist |®(r, ¢)| = r fiir alle r > 0 und ¢ € [0, 27), aus ®(r, p) = ®(r’, ¢') folgt somit r = r’, und
wir miissen nur noch zeigen, dass die zweite Komponente gleich ist. Aus ®(r, ¢) = ®(r, ¢’) folgt, dass sin(¢) = sin(¢’)
und gleichzeitig cos(¢) = cos(¢’) gelten, das ist nur fiir ¢ = ¢’ + 2k und ein k € Z moglich, da ¢, ¢’ € [0,27) aber
niemals einen Abstand > 27 haben kénnen bleibt nur ¢ = ¢’, also ist ® injektiv.

Surjektivitdt von ®: Jedes z # 0 hat das Urbild ®7'(2) = (r,¢) mit » = |z| und dem Winkel ¢ € [0,27), den die
Verbindungsstrecke von 0 zu z mit der reellen Achse bildet.

Aufgabe 15 (Rechnen mit komplexen Zahlen) 2 Punkte
Berechnen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Darstellung z = = + iy:

1—i V2

Tipp zur letzen Summe: die Real- und Imaginérteile auszurechnen und aufzuaddieren ist nicht die beste Losung. Teilen
Sie die Summe in zwei gleichgroBe Teile und vergleichen Sie beide unter Verwendung des Ergebnisses fiir w®.
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Losung

Es gilt durch Erweitern:

2 2049 244 248
PS i T A-aa+) - 1oe -2 i+ =i-lL

Trivialerweise ist
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Das Quadrat von w ist
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Aufgabe 16 (Rechnen mit der Konjugation) 4 Punkte
Beweisen Sie Satz 2.4.5 der Vorlesung durch direkte Rechnung:

(a) Esist z+w = Z + @ (hat nichts mit Aufgabe 13 zu tun).
-1

(b) Esist z-w = z - w, sowie w—! = (w)
(c) Re(z) = 3(z + 2) und Im(z) = 5-(z — z). Insbesondere gilt z = z < z € R.

Losung
Zu a): Es seien z = z + iy und w = r + 4s mit z,y,r, s € R vorgegeben, dann gilt

ZzHw = (z+iy)+(r+is) = (z+r)+ily+s) = (x+r)—i(ly+s) = (r—iy)+(r—is) = z+w.
Zu b): Fiir das Produkt gilt

z-w = (x4 (r+is) = ar+iyr+ixzs +i2ys = (xr —ys) +i(yr + xs)
= (zr—ys)—i(yr+as) = (x—iy)(r—is) = z-w.
Wir miissen jetzt zeigen, dass das Inverse von @ durch w—1 gegeben ist. Es gilt nach der Regel fiir das Produkt
wow !l =wowl=1=1.
Nach G3 ist also w—1 das Inverse von @, aber auch (@) ! ist das Inverse, also sind beide Werte gleich. Die Regel fiir den
Quotienten folgt nun aus

E)=Fwr=zwT=z@" =2

Zuc): Es gilt 2+ z = (z +iy) + (v — iy) = 2z = 2Re(x), sowie z — Z = (z + iy) — (v — iy) = 2iy = 2iIm(z).
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