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Kapitel 1

Einleitung

Vorbemerkung

Zentral in der linearen Algebra ist der Begriff des Vektorraums: Dieser Begriff hat sich aus der ana-
lytischen Geometrie der Ebene und des Raums entwickelt, umfasst jedoch wesentlich allgemeinere
Strukturen. Jedoch auch das Verstdndnis der allgemeineren Strukturen wird erleichtert durch die
Konzepte, die auf der geometrischen Anschauung in der Ebene und im Raum beruhen.

1.1 Die Ebene

Wir setzen die Menge R der reellen Zahlen mit den Rechenoperationen Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division als bekannt voraus. Unter R? verstehen wir die Menge aller Paare reeller
Zahlen:

R? = {(z,y) : =,y €eR}.

Die Ebene F, die wir uns z.B. als Zeichenebene vorstellen, kann durch Einfiihrung eines kartesischen
Koordinatensystems mit dem R? identifiziert werden. Ein kartesisches Koordinatensystem entsteht
durch Vorgabe eines Punktes 0 und einer Zahlengeraden, der x-Achse, mit dem Nullpunkt 0. Die
y-Achse entsteht durch eine positive Drehung (gegen den Uhrzeigersinn) um 90° um den Punkt 0 aus
der z-Achse. Féllt man fiir einen (beliebigen) Punkt Py € E die Lote auf die Achsen, so bestimmen
die beiden Fuipunkte die z- bzw. y-Koordinate zg bzw. yg von Py, und man schreibt Py = (z9, yo).

P

Yo

Lo

Der Punkt 0 = (0,0) heifit Nullpunkt oder Ursprung des Koordinatensystems. Nach Festlegung eines
kartesischen Koordinatensystems gibt es zu jedem Zahlenpaar (z,y) € R? genau einen Punkt X €
E mit X = (z,y), und umgekehrt. Zu je zwei Punkten P und @ der Ebene gibt es genau eine
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Parallelverschiebung (der Ebene), die P nach @ bringt. Diese Verschiebung wird mit ]@ bezeichnet,
und heifit , Vektor von P nach Q“. Der Vektor ¥ = ]@ wird dargestellt durch einen Pfeil, der von
P nach Q zeigt. Wird Eter P—Q> e_in) andge)zr Punkt R nach S verschoben, dann hat offenbar RS die
gleiche Wirkung wie PQ, d. h. PQ = RS. Zwei gleich lange und gleichgerichtete Pfeile im Raum
stellen somit den selben Vektor dar. Offenbar gibt es zu einem Vektor P—Cj genau einen Punkt S,
so dass P—Q> = (TS' ist. Wir kénnen den Vektor ]@ dann mit dem Punkt S der Ebene identifizieren.
Jeder Punkt der Ebene kann also ein Vektor gedeutet werden und umgekehrt, insbesondere kann jeder
Vektor der Ebene durch ein Zahlenpaar beschrieben werden. Wir schreiben dieses Paar als Spalte

()

Die Zahlen z,y € R heiflen die Komponenten von v.

Die Addition von Vektoren

Den zu ¥ gleichgerichteten, aber entgegengesetzten Vektor bezeichnen wir mit —¢ mit

- (5)
7= ,
-y
—

insbesondere ist —P—Cj = @P. Der Nullvektor ist

-

mit 0 = PP fiir alle Punkte P. Fiithrt man zwei Parallelverschiebungen, erst a@ =1 13—Q>, dann b = Q—}%,
hintereinander aus, so ergibt sich wieder eine Parallelverschiebung, namlich ¢ = PR. Wir nennen ¢ die
Summe von @ und b und schreiben ¢ = @ + b.

Sind @ und b durch ihre Komponenten gegeben, so kann die Summe durch Addition der Komponenten

erhalten werden:
L f(a > (b S, 7 (m b1\ (a1 +b
i= () 7= () = o= () ()= (0 13)

Offenbar gelten fiir beliebige Vektoren @, 5, ¢ die folgenden Rechenregeln:

—

a+0 = @, a+(—d) =0
i+b = b+a (Kommutativgesetz)
G+ (b+8) = (@+0b)+¢ (Assoziativgesetz) .



Die skalaren Vielfachen eines Vektors

Zu einer reellen Zahl A > 0 und einem Vektor @ bezeichne A\d@ denjenigen Vektor, der die selbe Richtung
wie @ besitzt, aber die A-fache Lange. Im Fall A < 0 setzt man A\d := —(|\|@). Sonderfélle dieser
Definition sind 0@ = 0 und A0 = 0 fiir jede Zahl A\ € R und jeden Vektor @. Fiir diese Multiplikation
von Vektoren mit Zahlen (Skalarmultiplikation) gelten folgende Rechenregeln:

A(ud) (Aw)a
A@+b) = A+ b
AN+pa = Aa+pad

mit A, u € R und Vektoren d, b.

Geraden

Ein Punkt X liegt genau dann auf der Geraden g durch A in Richtung € (fiir & # 0), wenn AX parallel
—
ist zu ¢, d. h. falls eine Zahl t € R gibt mit AX = t¢. Man sagt, dass g die Punkt-Richtungsgleichung

—
AX =t¢ , teR ()

besitzt. Die in (*) auftretende Variable ¢ nennt man einen Parameter. Zu jedem Parameter ¢ = ¢ gehort

— — —_— =
genau ein Punkt X, auf der Geraden g mit AXg = to¢, und umgekehrt. Wegen AX = PX — PA lasst
sich g beziiglich eines beliebigen Punktes P darstellen durch

—_— =
PX =PA+t¢, teR.
Ist A = (a1,a2), B = (b1,b2) und C' = (c1,c2), so ergibt ein Komponentenvergleich fiir die Geraden-

punkte X = (z,y) die zwei Gleichungen

{x = atio (Punkt-Richtungs-Gleichung)

Yy = az+tcr

{x = atibi-a) (Zwei-Punkte-Gleichung)

y = ag+t(be— a2)
Lost man die zwei unteren Gleichungen nach ¢ auf, und setzt die Ausdriicke gleich, so erhélt man mit

A = (a1,a2) und B = (b1, by) eine parameterfreie Darstellung.

Koordinatengleichung der Geraden durch A und B

Es ist

T —aj Y-

a) 2 falls a; # b; (i =1,2),

) x = aq falls a; = by,

by —aq 52—62

o

C) Yy = az falls as = bg .

Aus der (parameterfreien) Zwei-Punkte-Form fiir ¢ finden man iiber

r — al

bzw. t = Y= o2

+—
by —aq by — as

zur Parameterform zuriick.



Beispiel 1.1.1. Die durch die Parametergleichung
= 32t
9° \y = 4+5¢
bestimmte Gerade in der Ebene hat die Koordinatengleichung
3—z  y—4
2 5
Beispiel 1.1.2. Man finde die Parameterdarstellung der durch die Gleichung 2z + 3y = 5 gegebenen
Geraden. Die Rechnung ist

20 +3y = 5
20 —5 = -3y
5
1 -1
2 3
x—% = %t
5,1
_ 1 r = g+3t
y = —3t = { _ 1
Yy —3t

Schnittpunkt zweier Geraden

Die Bestimmung des Schnittpunkts zweier Geraden fiihrt auf die Losung eines linearen Gleichungssys-
tems, und zwar in jedem Fall, ob die Gerade nun durch die Punkt-Richtungs-Gleichung oder durch die
Zwei-Punkte-Gleichung gegeben ist. Auch lineare Gleichungssysteme stehen im Zentrum der Linearen
Algebra. Wir werden sie spéter systematisch behandeln.

Beispiel 1.1.3. Seien zwei Geraden durch Punkt-Richtungs-Gleichungen gegeben:

) z = 3+5¢
g1 y = 2—t
) r = 4—2u
g2 : y = 14 3u

Es ist wichtig, zwei verschiedene Variablen fiir die Parameter zu beniitzen. Gleichsetzen liefert

345t = 4—-2u

2—t = 1+3u
oder

5t+2u = 1

—t—3u = -—1.

Addition des 5-fachen der 2. Zeile zur 1. Zeile ergibt

—183u = -4
—t—3u = -1
4
U = —.
13
Einsetzen in das System von go ergibt z = % und y = %, also erhalten wir den Schnittpunkt (%, %—g)
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Sind die beiden Geraden durch Koordinatengleichungen gegeben, so erhélt man das Gleichungssystem
unmittelbar:

Beispiel 1.1.4. Seien g1 : x4+ 3y =5 und g2 : 3z — 2y = 7 gegeben, dann ist

z+3y = 5 r+3y = 5
3 -2y = 7 —1ly = =8

w

1

nach Subtraktion des 3-fachen der ersten Zeile von der zweiten Zeile. Dies fithrt zu y = % und x =

also zu dem Schnittpunkt Py = (%, 1—81)

)

1

[

Die Gleichungssysteme haben keine bzw. unendlich viele Losungen, falls es sich um parallele bzw.
identische Geraden handelt.

1.2 Der Raum

Es sei nun R® = {(z,y,2) : z,y,2 € R}. Ahnlich wie die Ebene mit dem R? kann der Raum mit dem
R3 identifiziert werden. Ein kartesisches Koordinatensystem im Raum besteht aus dem Nullpunkt 0
und drei sich in 0 schneidenden Zahlengeraden gleicher Langeneinheit. Man bezeichnet sie als x, y
und z-Achse derart, dass diese Achsen ein Rechtssystem bilden, d. h. die Drehung der positiven x-
Achse um 90° in die positive y-Achse, zusammen mit einer Verschiebung in Richtung der positiven
z-Achse muss eine Rechtsschraube darstellen. Die drei durch je zwei Achsen bestimmten Ebenen hei-
Ben Koordinatenebenen, bzw. (z,y)-Ebene, (y, z)-Ebene und (z, z)-Ebene. Die Koordinaten x, yo, 2o
eines Punktes Py gewinnt man aus den Schnittpunkten der entsprechenden Achsen mit dem zu den
Koordinatenebenen parallelen Ebenen durch Py. Man schreibt Py = (z9, Yo, 20)-

20

Yo P

x

Vollig analog zum Fall der Ebene werden nunxguch im Raum Vektoren als Parallelverschiebungen des
Raums definiert. Auch die Pfeildarstellung, sowie die Operationen der Addition und der Skalarmul-
tiplikation verlaufen vollig analog zum Fall der Ebene. Der einzige Unterschied liegt in der Tatsache,
dass Vektoren im Raum drei Komponenten besitzen. Wie in der Ebene besitzt eine Gerade im Raum
eine Parameterdarstellung

— —
OX = OA+1ti, teR.

Falls A = (a1, a2,a3) und
C1
c = C2
C3



ist, so ergibt ein Komponentenvergleich die drei Gleichungen

r = a1+tc
y = ag+tca (Punkt-Richtungs-Gleichung) . (1)
z = az-+tcs

Fiir eine Gerade durch die zwei verschiedenen Punkte A = (a1, a2, a3) und B = (b1, by, bs) erhélt man
die Gleichung

x = a;+t(b — al)
y = ag+1t(ba —az) (Zwei-Punkte-Gleichung) . (2)
z = ag+t(bz—a3)

Die parameterfreien Koordinatengleichungen der Geraden durch A und B sind

r — al Yy —ag Z — asg

= = falls a; # b; (i = 1,2,3),
a) bl—al b2_a2 b3—a3 asa# (Z 3)
b) ) y_QQ,z:ag falls a; # b; (i =1,2) , ag = bs,
bl—al b2_a2

c) x=a1,y=as fallsa; =by, ao = by, a3z # b3 .

Neben den Geraden sind die Ebenen wichtige Teilmengen des Raums. Wir betrachten die Ebene F
mit dem ,,Aufpunkt® A und den (von 0 verschiedenen und nicht parallelen) Richtungsvektoren
und 7. Ein Raumpunkt X liegt genau dann auf E, wenn sich der Vektor AX darstellen lisst in der
Form AX = @ + s¥ mit Zahlen t,s € R, d. h. man hat (mit den zwei Parametern ¢,s € R) die
Parameterdarstellung von E:

AX = tid+ st (t,s €R). (3)

Wird ein Kartesisches Koordinatensystem festgelegt, so dass A = (a1, a2, a3) und

Uy U1
u = | us bzw. v = | v
u3 v3

ist, so die Parameterdarstellung (3) dquivalent zu den 3 Koordinatengleichungen

r = a1+ tu;+ sv
Yy = ag+tug+ svy . (4)
z = a3+ tug+ svs

Werden @ und ¥ durch die verschiedenen Punkte A = (a1, as,as3), B = (b1, ba,b3) und C = (¢1, ca,¢3)
— —

bestimmt mit @ = AB, ¥ = BC (d. h. u; = b; — a; und v; = ¢; — a;), dann geht (4) iiber in die

Drei-Punkte-Gleichung fiir die Ebene:

x = a1 +tby —ay)+s(cr —a)
y = az+t(by —az) + s(ca —ag) . (5)
z az +t(bs — a3) + s(cs — a)
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Kapitel 2

Grundlegende Strukturen

2.1 Mengen, Abbildungen und Verkniipfungen

Georg Cantor begriindete die aus der Schule bekannte Mengenlehre mit folgender Definition:

Eine Menge ist die Zusammenfassung von Objekten,
die Gegenstand unseres Denkens sein kdnnen, zu einer Gesamtheit.

Von zentraler Bedeutung sind die Mengen

e N :={1,2,3,...} (Menge der natiirlichen Zahlen),

No :={0,1,2,3,...},

Z ={0,1,-1,2,-2,...} (Menge der M),

Q := Menge der rationalen Zahlen, d. h. der Briiche ganzer Zahlen,

R := Menge der reellen Zahlen.

Wir nehmen in dieser Vorlesung an, dass wir wissen, was unter natiirlichen, ganzen, rationalen und
reellen Zahlen zu verstehen ist.

Definition 2.1.1. Es seien M und N Mengen. M heifit Teilmenge von N (bzw. N Obermenge von
M), falls jedes Element von M auch ein Element von N ist. Schreibweise: M C N (bzw. N D M).
Beispielsweise gilt N C Z, Z C Q und Q C R. Wir schreiben zusammenfassend N C Z C Q. Die
Verneinung dieser Relation schreibt man M € N (M ist keine Teilmenge von N, d. h. es gibt ein
Element in M, das kein Element von N ist). Die Vereinigung ist M UN = {z | x € M oder x € N},
beispielsweise M = {1,2,3}, N = {2,3,5}, dann ist M UN = {1,2,3,5}. Der Durchschnitt ist
MNON={z|ze Mundx € N}, fir M ={1,2,3} und N ={2,3,5} gilt dann M NN = {2,3}.
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Definition 2.1.2. Sind M und N Mengen, so definieren wir deren Differenz durch
M\N = {zeM|x¢N}.

Ist S eine Menge von Mengen (ein Mengensystem ), so definieren wir die Vereinigung aller Mengen aus
S als

U M = {x : esgibtein M € Smitz € M}.

MeS
Sind n Mengen My, Mo, ..., M, gegeben, so schreiben wir M; U My U --- U M, auch als

n
U M, .
k=1

Ist fiir jedes k € N eine Menge M}, gegeben, so schreiben wir statt
oo
U Mk auch U Mk .
keN k=1
FEine entsprechende Schreibweise verwenden wir fiir den Durchschnitt:
n o
(1 M = {z : zliegt in jedem M € S} , [\ My = MinMyn---0M, , (| My = () M.
MeS k=1 k=1 kEN

Definition 2.1.3. Es seien alle Mengen M € S eines Mengensystems S Teilmengen einer ,, Univer-
salmenge®* U. Wir bezeichnen die Komplementmenge U\M einer Menge M € S mit M’. Mit der
Schreibweise U — M statt U\M deuten wir an, dass M eine Teilmenge von U ist.

Beispiel 2.1.4. Es sei U = N = {1,2,3,...} sowie M = {2,4,6,8,...}, dann ist U — M = M’ =
1,3,5,7,...}.

Es gelten die Komplementierungsregeln von de Morgan:

(U M)lz () (M) und (ﬂ M)lz U o),

MeS MeS MeS MeS

d. h. das Komplement der Vereinigung ist gleich dem Schnitt der Komplemente, und das Komplement
des Schnitts ist gleich der Vereinigung der Komplemente.

Definition 2.1.5. Es seien X und Y zwei nichtleere Mengen. Unter einer Funktion oder Abbildung
f von X nach Y versteht man eine Vorschrift, die jedem = € X genau ein y € Y zuordnet. Dieses dem
Element x zugeordnete Element y bezeichnen wir mit f(z) und nennen es den Wert der Funktion f
an der Stelle x, oder das Bild von x unter f, wihrend x das Urbild von y = f(z) heifit. X wird die
Definitionsmenge (oder auch der Definitionsbereich), Y die Zielmenge von f genannt.

Bemerkung 2.1.6. Die detaillierteste Darstellung einer Funktion geschieht in der Form

f’{f =ty

Es werden also zunéchst die Mengen angegeben, zwischen denen die Funktion abbildet, dann die
Zuordnung der einzelnen Elemente.
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Beispiel 2.1.7. Es sei

x — 2z

I {[1,3] - R

diejenige Funktion, die jeder Zahl aus dem Intervall [1, 3] ihr Doppeltes zuordnet. Dann ist beispiels-

weise f(%) = %.

Bemerkung 2.1.8. Anstelle von f kann natiirlich jedes beliebige Symbol benutzt werden. Neben der
Schreibweise des Arguments in Klammern sind auch andere Notationen iiblich:

(i) Das Argument im Index: a,, fiir a(n) (gebrauchlich fiir Folgen),
(ii) Darstellung ohne Klammern: Fg fiir F'(g) (gebrduchlich fiir hohere Operatoren),

(iii) Funktionssymbol hinter dem Argument: A’ fiir das Komplement von A.
Definition 2.1.9. Die Bildmenge oder schlichtweg das Bild einer Abbildung f : A — B ist die Menge
Bild(f) = f(4) = {f(a) : a € AJ.
Definition 2.1.10. Eine Abbildung f: A — B heifit
(i) Surjektiv, falls f(A) = B ist, d. h. falls es zu jedem b € B ein Urbild a € A gibt mit f(a) = b.

(ii) Injektiv, falls aus a # o’ stets f(a) # f(a') folgt, d. h. falls verschiedene Elemente aus A stets
verschiedene Bilder in B besitzen.

(iii) Bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Definition 2.1.11. Es seien k € N, Mj,..., M} beliebige Mengen. Das Kartesische Produkt der
Mengen My, ..., My ist definiert als

My x My x -+ x My, := {(ml,...,mk)]ijMj},

d. h. als die Menge aller k-Tupel (my,...,my), deren j-te Komponenten jeweils in M; liegen. Ist
M, = My = --- = M, so schreiben wir kurz MF.

Definition 2.1.12. Es sei X # 0 eine Menge. Eine Abbildung X" — X heifit eine n-stellige
Verkniipfung auf X. Unter einer Verkniipfung schlechthin verstehen wir stets eine zweistellige Ver-
kniipfung o : X x X — X.

Beispiel 2.1.13. Es sei R die Menge der reellen Zahlen. Wir haben auf R unter Anderem die Ver-
kniipfungen der Addition und der Multiplikation.

Bemerkung 2.1.14. Im Falle einer endlichen Menge X = {x1,z2,...,2,} kann man o durch eine
Verkniipfungstafel darstellen:

¢) T T2 In

T T1 01 T1 02 T10Tp
xI9 T9 O T9o O X9 T2 O Ip
Ty | T OT71 Iy O T2 Tp OTp

Statt aob schreiben wir a-b, ab, a+ b usw. fiir die verschiedenen Verkniipfungen. Beispielsweise besitzt
X ={-1,0,1} mit der iiblichen Multiplikation die Verkniipfungstafel

-1 0 1
-1} 1 0 -1
0 0 0
1|-1 0 1



2.2 Gruppen

Definition 2.2.1. Es sei o eine Verkniipfung auf einer Menge G # (). (G, o) heifit eine Gruppe, wenn
die folgenden Axiome gelten:

(Gl) ao(boc) = (aob)oc tfir alle a,b,c € G (Assoziativgesetz).

(G2) Es gibt mindestens ein neutrales Element e € G mit eoa =aoe = a fiir alle a € G.

(G3) Ist ein neutrales Element e € G gegeben, so gibt es zu jedem a € G ein inverses Element o’ € G
mit aoa’ =a’ oa =e.

Gilt zuséatzlich das Axiom

(G4) aob=boa fiir alle a,b € G (Kommutativgesetz),

so heifit G eine abelsche (oder auch kommutative Gruppe).

Beispiel 2.2.2. EsseiZ ={...,—2,-1,0,1,2,...} die Menge der ganzen Zahlen mit der Verkniipfung
der Addition. Das Assoziativgesetz (G1) ist offenbar erfiillt: Va,b,c € Z : (a +b) + ¢ = a+ (b+ ¢). Die
Zahl 0 ist das einzige neutrale Element: 0 +a = a + 0 = a fiir alle a € Z. Zu jeder Zahl a € Z existiert
ein eindeutiges Inverses, ndmlich —a mit (—a) + a = 0. Aulerdem ist (G4) erfiillt: a +b = b+ a fiir
alle a,b € Z. Z ist also bzgl. der Addition eine abelsche Gruppe.

Beispiel 2.2.3. Ebenso bilden die Mengen QQ der rationalen Zahlen und die Menge R der reellen
Zahlen abelsche Gruppen bzgl. der Addition. Die natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} bilden keine
Gruppe bzgl. der Addition, da kein neutrales Element existiert.

Beispiel 2.2.4. Die Menge V5 aller Vektoren in der Ebene bildet eine abelsche Gruppe bzgl. der
Vektoraddition: Der Nullvektor 0 ist das einzige neutrale Element: 0 + @ = @ + 0 = @ fiir alle a € Va.
Zu jedem Vektor @ existiert ein eindeutig bestimmtes Inverses, ndmlich —ad mit (—a) + d = 0 fiir alle
a € Vo. Ebenso bildet die Menge V3 der Vektoren im Raum eine abelsche Gruppe.

Beispiel 2.2.5. Die Menge Z der ganzen Zahlen bildet keine Gruppe bzgl. der Verkniipfung Multi-
plikation. Es gibt zwar ein neutrales Element, ndmlich die Zahl 1, aber es gibt fiir die Zahlen a # £1
in Z kein Inverses.

Beispiel 2.2.6. Die Mengen Q — {0} und R — {0} bilden abelsche Gruppen bzgl. der Multiplikation.
In beiden Féllen ist die Zahl 1 das einzige neutrale Element. Die Zahl a # 0 hat % = a~! als Inverses.

Beispiel 2.2.7 (Eine nicht-abelsche Gruppe). Es sei 73 die Menge der Permutationen von {1, 2, 3},
d. h. die Menge der bijektiven Abbildungen von {1,2,3} auf sich selbst. Die Verkniipfung auf 73 ist
die Komposition der Permutationen. Jede Permutation 7 werde in der Form

"= ety o) )

notiert. Dann bildet 3 eine Gruppe mit neutralem Element

. 12 3
1d_<123>'
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Jedes 7 € 73 besitzt als Inverses seine Umkehrabbildung 7—!. Die Gruppe ~y3 ist nicht abelsch: sei

z. B.
(12 3 (123
7=\2 1 3) ™77 \1 3 2)>

oo (123 b sor_ (123
TO'—312&€O'7'—231.

Wir zeigen nun unseren ersten

dann ist

Satz 2.2.8. In einer beliebigen Gruppe (G,-) gelten folgende Eigenschaften:

(a) Es gibt genau ein neutrales Element.

(b) Jedes a € G hat genau ein Inverses (das wir mit a=' bezeichnen,).

Beweis. Zu a): Beweis durch Widerspruch: Angenommen es gibt verschiedene neutrale Elemente
e1,es € G. Da e; neutral ist gilt e; - a = a fiir alle a € G, wir kdnnen also a = es einsetzen und
erhalten e; - e = eo. Da auch es neutral ist gilt a - eo = a fiir alle a € GG, einsetzen von a = e ergibt
e1 - eg = ey. Zusammensetzen der beiden Gleichungen ergibt

€1 = €1-€2 = €2,
ein Widerspruch zur Annahme, dass e1 # e ist.
Zu b): Es sei a € G beliebig und a1, a2 € G zwei Inversen, also
a-ap = a1-a = €, a-ay = a2-a = €

mit dem nach (a) eindeutig bestimmten neutralen Element e von G. Wir multiplizieren die zweite
Gleichung von links mit a; und erhalten

a;-(a-a2) = a-e.
Anwendung des Axioms (G1) ergibt die Gleichungen
(a1-a)-ay = ay-e.
Anwendung von (G3) auf der linken Seite ergibt
e-az = aj-e
und nach (G2) folgt as = ay, also waren die Inversen gleich. O

Bemerkung 2.2.9. Fiir eine multiplikativ geschriebene Gruppe nennt man das neutrale Element
auch Einselement und schreibt 1 statt e. Der Multiplikationspunkt wird oft weggelassen, man schreibt
also ab statt a - b.

Wir zeigen nun ein paar Rechenregeln fiir Gruppen:

Satz 2.2.10. In jeder Gruppe (G,-) gilt:

(a) Zu beliebigen a,b € G gibt es eindeutig bestimmte z,y € G mit ax = b und ya = b
(nimlich x = a='b und y = ba™!).
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(b) Es gilt (a=)~1 = a fiir alle a € G.

Beweis. Zu a): Wir miissen zeigen, dass es eine Losung der Gleichungen ax = b bzw. ya = b gibt, und
dass diese eindeutig bestimmt ist.

Existenz:
Einsetzen von = a~'b und y = ba~! ergibt

=a(aHb = (aa™)b = eb=1b =(baHNa = blata) = be=10.
axr =a(a™") et (aa™") (Gz)e , ya = (ba )a(Gl) (a” " a) = e

Eindeutigkeit:

Sind z1,z9 € G zwei Losungen von ax = b, so gilt ary = b = azxs. Nach Multiplikation von links mit
a~! erhalten wir a 'az; = a"taxs, daraus folgt mit (G3) und (G2) x1 = x9, die Lésungen waren also
gleich. Die Rechnung fiir die Losungen von ya = b verlduft analog.

Zu b): Nach (G3) ist @ = (a~!)~! ein Element aus G' mit der Eigenschaft @ -a ! = a™!-a = e.
Auch a erfiillt diese Eigenschaft wegen (G2). Nach Satz 2.2.8(b) ist a = a = (a=1) 71 O
Satz 2.2.11. Fiir endlich viele Elemente a1, az, ... ,a, € G gilt (a1 -az---a,) t =a,'- a;il e afl.

Beweis. Diese Aussage beweisen wir durch vollstéandige Induktion iiber n: Der Induktionsanfang ist

n = 1: fiir nur ein einziges Element ist die Aussage afl = afl richtig. Die Induktionsannahme ist,
dass fiir ein beliebiges n > 1 die Aussage (a1---a,) ' =a,'--- al_l gilt. Der Induktionsschritt besteht

n
darin, dass wir die Aussage fiir n + 1 zeigen, indem wir die Induktionsannahme fiir n verwenden. Die

Aussage fiir n lautet, dass die rechte Seite des Satzes das Axiom (G3) erfiillt, also gilt

-1 —1)

(al...an).(an ..al = €.

Nach (G2) diirfen wir e in der Mitte einfiigen ohne den Wert der linken Seite zu &ndern:
-1 -1

(@---ap)-e-(a, ---a;") = e.

Nach (G3) kénnen wir e durch an+1a;_1H ersetzen, und erhalten

(ar---an)- (anJrla:LJlrl) : (aﬁl T afl) = €.
Wegen (G1) diirfen wir die Klammen umsetzen zu
(al...an.an_’_l).(a;il a;lal_l) = e.

Damit ist die rechte Klammer das Inverse der linken Klammer nach (G3). Das ist die gewiinschte
Aussage fiir n 4+ 1. Damit haben wir die Induktion abgeschlossen, und der Satz gilt fiir alle n € N. [
Insbesondere ist die aus der Schule bekannte Regel (a1 ---a,)~! = al_l coeant
pen richtig!

nur in abelschen Grup-

Bemerkung 2.2.12. Fiir eine additive geschriebene Gruppe (G, +) dndern sich die Bezeichnungen
und die Rechenregeln folgendermaflen:

1. Man schreibt ,,0¢ fiir das neutrale Element, und nennt es das Nullelement von (G, +). Es gilt
a+0=04a = a fir alle a € G.
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2. Man schreibt —a fiir das Inverse statt a~! und a — b als Abkiirzung fiir a + (—b). Es gilt somit
a—a=—-a+a=a+(—a)=0 firalle a € G.

3. Die Gleichungen a + x = b und y + a = b sind eindeutig lésbar mit t = —a + b und y = b — a.

4. Esgilt —(—a) = aund —(a1+ag+---+ay,) = —an—an_1—-—ay = (—ap)+(—ap_1)+ - -+(—ay).

Ublicherweise beniitzt man die additive Schreibweise nur fiir abelsche Gruppen.

2.3 Ringe und Korper

Definition 2.3.1. Es seien + und - zwei Verkniipfungen auf einer Menge M # (). Das Tripel (R, +,-)
heifit Ring, wenn gilt:

(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe, ihr Nullelement schreiben wir 0.

(R2) Fiir alle a,b,c € Rist a-(b-c) = (a-b)-c (Assoziativgesetz fiir ).

(R3) Es gelten die Distributivgesetze:

a-(b+c) = (a-b)+(a-c) und (b+c¢)-a = (b-a)+ (c-a).

Gilt auBerdem
(R4) Fiir alle a,b € Rist a-b=>b-a (Kommutativgesetz),

so heifit R ein kommutativer Ring. Gibt es ein e € R mit e-a = a - e = a fiir alle a € R, so heifit R
ein Ring mit Eins, und wir schreiben 1 statt e.

Bemerkung 2.3.2. Wir vereinbaren die ,,Punkt-vor-Strich“-Regel, d. h. der Ausdruck a + bc ist eine
Abkiirzung fiir a 4 (b - ¢).

Satz 2.3.3. In einem Ring R gilt fiir alle a,b € R:
a-0=0-a=0, a-(-b)=(—a)-b=—(a-b) , (—a)-(-b)=a-b.
Es gelten also die von den gewdhnlichen Zahlensystemen her bekannten Rechenregeln.

Beweis. Zu a): Es gilt

a-0=a-(040) = a-0+a-0.
(R3)

Subtraktion von a - 0 auf beiden Seiten ergibt 0 = a - 0.

Zu b): Es gilt

b+a(—-b) = a-(b+(-b) =a-0 = 0.
abta(=h) = a-(b+(h) = a0 =

Also gilt a(—b) = —ab. Der Beweis fiir (—a)b = —ab ist analog.

Zu c): Es gilt
(=a)(=b) = —(—a)b = —(—ab) = ab.
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Definition 2.3.4. Ein Ring (K, +, ) heifit Korper, wenn (K — {0}, -) eine abelsche Gruppe ist.

In einem Korper schreibt man oft
ab~' = b lg = % . abeK,b#0.

Beispiel 2.3.5. Die Mengen Q der rationalen Zahlen und R der reellen Zahlen sind Korper bzgl. der
vertrauten Addition und Multiplikation.

Beispiel 2.3.6. Die Menge K = {0, 1} bildet mit den Verkniipfungen

0 1
o1 , 0
1 0 1

1
0
1

= o+
S OO

einen Korper. In ihm gilt 1+ 1 = 0.

Beispiel 2.3.7. Die Menge K = {0, 1,a} mit den Verkniipfungen

+]0 1 a -]0 1 a
010 1 a 00 0 O
1{1 a 0 7 1]0 1 a
ala 0 1 a|l0 a 1

bildet einen Korper. Hier gilt 1 + 141 = 0.

Beispiel 2.3.8. Die Menge Z der ganzen Zahlen bildet bzgl. der Addition und Multiplikation einen
Ring, jedoch keinen Korper.

2.4 Der Korper der komplexen Zahlen

Definition 2.4.1. Die Menge C der komplexen Zahlen ist identisch mit R? = {(x,%) : z,y € R}. Die
Addition wird komponentenweise erklért:

(z1,91) + (22,92) = (v1+ 22,91 +y2) fiir (z1,91), (v2,2) € C.
Die Multiplikation wird definiert durch
(x1,91) - (v2,92) = (T122 — Yy1y2, T1y2 + Y172) -
C enthélt den Korper R der reellen Zahlen, wenn man x € R mit (2,0) € C identifiziert. Diese
Definitionen sind transparenter, wenn wir folgende Notation einfiihren:

Definition 2.4.2. Wir schreiben (0,1) = ¢ (die imaginédre Einheit). Jedes z = (z,y) € C kann dann
geschrieben werden als z = = + ty. Man nennt z den Realteil von z, und y den Imaginérteil, und
schreibt z = Re(z) sowie y = Im(z).

Die Definition der Multiplikation folgt nun einfach aus den beiden Regeln
1. i? = —1 (keine reelle Zahl erfiillt diese Eigenschaft),
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2. Distributiv-, Kommutativ- und Assoziativgesetze wie in einem Ring.

Dann gilt

(x+iy)(u+iv) ) x(u+iv) + iy(u +v) ) xu~+izv + iyu + (1y) (iu) (zu —yu) +i(zv+yu) .

1.

Satz 2.4.3. (C,+,-) bildet einen Korper.

Beweis. Man priift leicht die Giiltigkeit der Korperaxiome. Zum Nachweis der Inversen verwendet
man die Regeln

x .y
L i

ety = ot (i) )T = g i

falls x + iy # 0.
O

Da die Menge C der komplexen Zahlen mit dem R? identisch ist, ergibt sich die Moglichkeit der
Darstellung in einer mit einem Kartesischen Koordinatensystem versehenen Ebene. Die Zahl z + iy
identifizieren wir mit dem Punkt (x,y) oder auch mit dem Vektor (). Die Addition von komplexen
Zahlen entspricht dann der Vektoraddition.

Definition 2.4.4. Ist z = z + iy € C so nennt man z = x — iy die zu z konjugiert komplexe Zahl.
Geometrisch gesehen ist Z das Spiegelbild von z bzgl. der reellen Achse.

z1+ 22
[ ]

21

Satz 2.4.5. Es seien z,w € C komplexe Zahlen, dann gilt

(a) Esist z4+w=Zz+w.

(b) Esistz-w = z - w, sowie

S| w

() -

(c) Re(2) = (2 + 2) und Im(z) = - (2 — 2). Insbesondere gilt z =z < z € R.

falls w # 0 ist.
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Beweis: Ubungsaufgabe. O
Definition 2.4.6. Ist z = x + iy mit z,y € R, so nennt man die nicht-negative reelle Zahl
o = VTt

den Absolutbetrag von z. Geometrisch ist |z| der Abstand von z zum Ursprung bzw. die Linge des
Vektors z.

Satz 2.4.7. Fiir z,w € C gilt

_ AN =
2P =22, |z-w| = 2| |w| , ‘E‘Zm(fww#o)a 2] = |2]

sowie die Dreiecksungleichung

lw+ 2z < |w|+[2].
Beweis. Durch Nachrechnen. O

Urspriinglich wurden die komplexen Zahlen zur einheitlichen Behandlung von quadratischen Gleichun-
gen
az? +bz+c =0, (a,b,ceER,a#0) (%)

eingefiihrt. Die Gleichung 22 + 1 = 0 hat offenbar in R keine Losung, wohl aber C, nimlich z =
+v/—1 = +i, und es gilt 22 + 1 = (2 +i)(z — 4). Allgemein gilt: Die Gleichung () hat die in C stets
die beiden (nicht notwendig verschiedenen) Lésungen

b 1 b 1
N N
“1 2a + 2a ac s = 2a 2a ac,

wobei v/d die positive Quadratwurzel von d € R bezeichnet, wenn d > 0 ist, und Vd =i -+/—d falls
d < 0 ist. Ferner bestétigt man leicht durch Nachrechnen die Gleichung

az? +bz+c = alz—21)(z — 22).
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Kapitel 3

Vektorraume

3.1 Der Begriff des Vektorraums

Sei V' die Menge der Vektoren der Ebene oder des Raums. Diese Menge, zusammen mit den Opera-
tionen der Addition und Skalarmultiplikation hat die folgenden Eigenschaften:

1. (V,+) bildet eine abelsche Gruppe.

2. Es gilt (A 4 p)¥ = A7+ pd fiir alle A, € R und ¥ € V sowie A\(4 + U) = A\ + AU fiir alle A € R
und «, v € V (Distributivgesetze).

3. Es gilt A(u?) = (Au)U (Assoziativgesetz).

4. Esgilt 1-7=17.

Die Gesetze 1-4 dienen nun zur Definition der allgemeinen Struktur des Vektorraums. Ein groéflerer
Grad an Allgemeinheit wird noch erzielt, indem der zur Skalarmultiplikation verwendete Korper R
durch einen beliebigen Korper K ersetzt wird.

Definition 3.1.1. Es sei V eine Menge mit einer Verkniipfung @ und (K, +, ) ein Kérper mit Null 0
und Eins 1, sowie o: K X V — V eine Abbildung. Das Tripel (V, K, o) heifit ein Vektorraum iiber K
(oder kurz VR), auch linearer Raum, wenn die folgenden Axiome fiir alle @,¢ € V und p,A € K
gelten:

V1) (V,®) bildet eine abelsche Gruppe.

V2) A+ p)otd=(Aow@) @ (poi) sowie Ao (4 T) = (Aow)@® (A o) (Distributivgesetze).

(V1)
(V2)
(V3) Ao (uoi@) = (A-p) o (Assoziativgesetz).
(V4) 1

o = 1.

Die Elemente von V heiflen Vektoren, die von K Skalare. K heifit der Skalarkorper des Vektorraums,
die Verkniipfung o nennt man die duflere Multiplikation von Vektoren mit Skalaren, die Operationen
@ und o nennt man auch lineare Operationen.

Statt (V, K,o) nennt man meist kurz V' einen VR, wenn aus dem Zusammenhang Klarheit iiber K
und o besteht. In den wichtigen Féllen K = R und K = C spricht man auch von einem reellen bzw.
komplexen Vektorraum.
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Bemerkung 3.1.2. In der Vorlesung bezeichnen wir Vektoren mit einem Pfeil: @, und schreiben 0
fiir das Nullelement der abelschen Gruppe (V, @), genannt Nullvektor. In der Literatur gebrauchlich
sind auch die altdeutschen Buchstaben u, Unterstriche u oder Fettdruck u um Vektoren von Skalaren
zu unterscheiden. Sobald wir mit dem Sachverhalt vertraut sind schreiben wir statt & und o einfach
+ und -.

Wir stellen einige einfache Rechenregeln zusammen:

Satz 3.1.3. In einem VR (V, K, o) gilt fir v, € V und \,u € K:
(a) Ao =0« (A=0 oderv = 0).
(b) (=X\) o0 = Ao (67) = ©(A o), wobei © die Inversion in (V, D) ist.
() A=p)oU=XoTS pot sowie Ao (T W) =AoTS \ow.

Beweis. Zu a): Zur Richtung ,,<*“:

A=0:000=(0+0)0o? = 0cvd007.
(V2)

Kiirzen nach Satz 2.2.10 in der Gruppe (V, @) ergibt 0 o & = 0. Andererseits gilt

T=0: Ao0=Xo(0@®0) = Ao0@®Ao0.
(V2)

Kiirzen ergibt A o 0 = 0. Nun zur Richtung ,,=*“: Es sei Ao ¥ = 0. Ist A = 0, so sind wir fertig. Ist
X # 0, so existiert A™! im Korper K. Es folgt

7 =1lod=A"1Nod = AXloMod)=A"100=0.
(V4) (V3)

Zu b): Es gilt

also (—\) o ¥ = &(\ o ¥). Ebenso folgt aus
AoT@® Ao (00) = Ao (To¥)=Xol0=0

die Gleichung X o (67) = &(\ o 7).
Zu c): das folgt sofort aus (V2) und (b). O
Beispiel 3.1.4. Es sei (K, +,-) ein Kérper und n € N. Wir setzen

V=K"={Z=(z1,...,2n) : 1,...,2p € K}.
Fir # = (z1,...,2,) und ¥ = (y1,...,yn) aus K™ und A € K definieren wir

T+y=(@14+y1, - sTn+yn) , A-T=Az1,..., x,),

und nennen K" den n-dimensionalen Standardraum {iber dem Korper K.

Satz 3.1.5. (K™, K, ) ist ein Vektorraum.
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Beweis. Wir haben zunéchst zu beweisen, dass (K", +) eine abelsche Gruppe ist. Die Gesetze einer
abelschen Gruppe gelten alle, da sie fiir jede Komponente gelten. Beispielsweise ist

@Z+9+2z2 = (1, 2n)+ W1y yn)) + (21, -+, 2n)
T+ Y1, Ty FYn) + (21,00, 20)

(
(
= ((xl +y1) + 21, (xn+yn)+zn)
(
(

- 371, )+(y1+zl77yn+zn)

= (21, xn) + (Y1, yn) + (21,5 20)) = T+ (T+2).
Das Nullelement von K™ ist 0 = (0, ... ,0), und zu (z1,...,x,) ist (—x1,...,—x,) das Inverse. Auch
die Gesetze (V2)-(V4) beweist man durch Betrachtung der Komponenten. O

Beispiel 3.1.6. Sei F' die Menge der auf dem Intervall [0, 1] definierten reellwertigen Funktionen:
F={f:]0,1] - R}. Fiir f,g € Fund A € R werden f 4 g und X - f erklirt durch

(f+9)@) = f()+g(x) , (A f)lx)=A-f(z) VzeR.
Dann ist - wie man leicht sieht - (F,R,-) ein Vektorraum.

Beispiel 3.1.7. Es sei der Korper (K, +,-) enthalten im Korper (L, +,-). Auf L betrachten wir die
gewOhnliche Addition wahrend wir fiir die Skalarmultiplikation nur Produkte A - z fiir A € K und
x € L betrachten. Dann ist (L, K, -) ein Vektorraum. Zum Beispiel ist der Koérper C der komplexen
Zahlen ein Vektorraum iiber dem Korper R der reellen Zahlen.

Beispiel 3.1.8. Es sei wiederum der Korper (K, +, -) enthalten im Korper (L, +, -). Jeder Vektorraum
V iber L kann dann auch als Vektorraum iiber K betrachtet werden. Man braucht lediglich die
Skalarmultiplikation auf Skalare aus K zu beschrianken. Insbesondere kann jeder komplexe Vektorraum
auch als reeller Vektorraum angesehen werden.

3.2 Unterraume

Definition 3.2.1. Eine Teilmenge U eines VR V {iber K heifit Unterraum oder Teilraum, von V,
wenn U bzgl. der in V' gegebenen Operationen selbst ein Vektorraum iiber K ist.

Um nachzuweisen, dass U C V ein Unterraum von V ist, braucht man nicht alle VR-Axiome nachzu-
priifen, vielmehr gilt

Satz 3.2.2. Es sei U # () eine Teilmenge des VR 'V iiber K. Genau dann ist U ein Unterraum von
V', wenn gilt:

(Ul) ¥, € U = v+ W € U (Abgeschlossenheit der Addition).

(U2) e U,\e K = \deU (Abgeschlossenheit der Skalarmultiplikation).

Beweis. Ist U ein Unterraum, so gelten (U1) und (U2) offensichtlich. Umgekehrt mégen (U1),(U2) fiir
eine Teilmenge U C V gelten. Wegen (U1) ist + wirklich eine Verkniipfung auf U. Da Assoziativ- und
Kommutativgesetz in V' gelten, gelten sie erst recht in U. Da U # () gibt es mindestens ein vy € U.
Mit (U2) folgt 0 - @ = 0 € U. Nach (U2) gilt auch € U = —7 = (—1) -7 € U. Also ist (U, +) eine
abelsche Gruppe. Wegen (U2) ist die Skalarmultiplikation auf U definiert, auflerdem gelten (V2)-(V4)
in V, also erst recht in U. Damit ist U ein Vektorraum. ]

23



Die Bedingungen (U1) und (U2) lassen sich zu einer zusammenfassen:

Satz 3.2.3 (Unterraumkriterium). Fine Teilmenge U # ) eines VRV idiber K ist genau dann ein
Unterraum von V', wenn gilt:

Vi, welU \pue K: M+pubelU. (%)

Beweis. Ist U ein Unterraum, so gilt (%) offensichtlich. Nun gelte (%), dann folgen (Ul) und (U2)
durch die Wahlen A = u =1 bzw. u = 0. O

Beispiel 3.2.4. Jeder Vektorraum V besitzt die Unterrdume {0} (,Nullraum®), und V selbst. Die
leere Teilmenge () ist kein Unterraum.

Beispiel 3.2.5. Sei V5 der Vektorraum der Vektoren der Ebene. Unterrdume von Vs sind {6}, Vs
selbst, und fiir jedes ¥ € Vo — {0} die Menge {\7 : A € R}, d. h. die Menge der Richtungsvektoren
einer Geraden.

Beispiel 3.2.6. Sei V3 der Vektorraum der Vektoren des Raums. Unterrdume sind analog zum V5 die
Mengen {0}, V3 und fiir jedes 7 € V3 — {0} die Menge {\7 : X € R}. AuBerdem bildet fiir jedes Paar
nicht-paralleler Vektoren ¢, w die Menge {A0 + puw : A, u € R} einen Unterraum, d. h. die Menge der
Richtungsvektoren einer Ebene.

Beispiel 3.2.7. Der Standardraum R? enthilt die Unterriume {0}, R? selbst, sowie fiir jedes 7 € R
mit 7@ # 0 die Menge {\7 : X\ € R}, d. h. die Geraden durch den Nullpunkt.

Beispiel 3.2.8. Der Standardraum R? enthélt die Unterriume {6}, R3 selbst, sowie sémtliche Geraden
und Ebenen durch den Nullpunkt.

Beispiel 3.2.9. Es sei K = {0,1} der Koérper mit 2 Elementen aus Beispiel 2.3.6. Ein Beispiel eines
Unterraums U von des Standardraums K" ist die Menge aller n-Tupel mit einer geraden Anzahl von
FEinsen, man sagt mit gerader Paritéit. Diese kann wegen 1 +1 =0 in K auch iiber

U={ZeK": z1+x2+ - +z, =0}

definiert werden. Solche Unterrdume spielen bei der Nachrichteniibertragung eine Rolle: Jedes Stiick
Information wird durch eine Kette von Nullen und Einsen codiert. Damit Fehler bei der Ubermittlung
nicht unerkannt bleiben, kann man sich entscheiden, nur Ketten gerader Paritdt zu verwenden. Auch
andere Unterrdume von K" spielen in der Codierungstheorie eine grofie Rolle.

Satz 3.2.10. Der Durchschnitt beliebig vieler Unterrdume einer VR ist wieder ein Unterraum von V.

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Definition 3.2.11. Fiir eine beliebige Teilmenge M eines VR V heifit
(M) = ﬂ{U : M CU, U Unterraum von V'}

der von M erzeugte oder aufgespannte Unterraum, oder die lineare Hiille von M. Man nennt M auch
ein Erzeugendensystem und (M ) das Erzeugnis. Im Falle einer endlichen Menge M = {¥1,..., 0}

schreibt man auch (v, ..., 0% ) statt ({U1,...,0%}).

Beispiel 3.2.12. Das Erzeugnis der leeren Menge  ist der Nullraum {0}.
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Definition 3.2.13. Es sei V ein VR iiber K und v7,...,v; € V. Jede Summe der Form
AT+ -+ AU

mit Skalaren Aq,...,\; € K heiflt eine Linearkombination von 1, ..., 0. A; heilit der Koeffizient von
U; (j =1...k) in der Summe.

Nach dem Unterraumkriterium liegt jede Linearkombination der Lénge k = 2 in V', per Induktion sieht
man, dass auch Linearkombinationen beliebiger Léange aus V' wieder in V' liegen. Mithilfe des Begriffs
der Linearkombination ldsst sich die lineare Hiille ( M ) einer Menge M viel einfacher beschreiben:

Satz 3.2.14. Es sei V ein VR dber K, M CV mit M # (. Dann ist (M) gleich der Menge aller
Linearkombinationen von Elementen aus M mit Koeffizienten aus K :

(M) = {01+ 4+N0 : keN, TjeM,\jeK,j=1...k}.

Beweis. Bezeichnen wir die Menge der Linearkombinationen mit L(M ), so gilt
L(M) € (M), (1)

da jeder iiber M liegende Unterraum von V jede Linearkombination iiber M enthélt. Andererseits
zeigt man mit Satz 3.2.3 leicht, dass L(M) ein Unterraum von V ist: sind néamlich

172/\1171+---+Ak17k€L(M) , wzulw1+---+umwm€L(M)
mit ¥, ..., U, W,..., W, € M, so gilt auch
AT+ pld = AN + -+ + ATk + ppa @y + - -+ + oo Wy, € L(M)

fiir alle A, u € K. Da ( M) nach Definition in jedem Unterraum von V enthalten ist, der M enthélt,
folgt
(M) C L(M). (2)

Aus (1) und (2) folgt die Behauptung des Satzes. O

Beispiel 3.2.15. Falls M nur aus ein oder zwei Elementen besteht, und es sich bei V um den R?
oder den R? handelt, so hat ( M) eine einfache geometrische Bedeutung: Ist M = {#} mit @ # 0,
so ist nach Satz 3.2.14 (M) = {A\th : X € R}, die Gerade durch den Nullpunkt, die @, enthélt. Ist
M = {vh,02}, soist (M) = {\10] + AoU2 : A, A2 € R} die Ebene durch den Nullpunkt, die ¢, und
Uy enthéilt (falls ¥, ¥ nicht zueinander parallel sind).

Definition 3.2.16. Es seien Uy, ..., U, Unterrdume des VR V', dann heif3t
Ui+ + U := {ﬁl+~~'+ﬁk P uj € Uj}
die Summe von Uy, ..., Us.

Satz 3.2.17. Die Summe Uy + - - - + Uy, ist ein Unterraum von V.

Beweis. Esist Uy 4+ -+ Uy 0 wegen 0 =0+ --- +0 € Uy 4 - -+ + Uy. Es seien
G=01+ 40 , @=10 +--+
beliebig aus der Summe, und A, 4 € K., dann ist auch
A+ pld = (AUy + pady) + - -+ + (AT + pady)

ein Vektor aus der Summe. Mit Satz 3.2.3 folgt die Behauptung. O
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3.3 Lineare Abhingigkeit, Basis, Dimension

Es sei V stets ein VR iiber dem Kérper K.

Definition 3.3.1. Vektoren ¥y, ...,0; € V heiflen linear abhéingig (kurz l.a.), wenn es Aq,..., A\ € K
gibt, so dass

MO+ 4+ M = 0 und (Ag,..., ) # (0,...,0)
gilt. Andernfalls, d. h. wenn fiir \; € K stets

MO 4+ M0 =0 = M =Xd=-=X=0
gilt, heiflen 1, ..., U} linear unabhingig (kurz lLu.).
Beispiel 3.3.2. Fiir V = R3, 5 = (1,2,0), % = (0,3,2), ¥ = (1,0,0) und 74 = (3,2,0) sind &1, .., 0
linear abhéingig, denn es gilt 1- v +0- Uy + 2 U3+ (—1) - U4 = 0. Die Vektoren 7, ..., 03 sind dagegen
linear unabhéngig, denn aus A7 + Aa¥2 + A3ti3 = 0 folgt

A1 + X3 = 0

221 + 3\ = 0= X=0A1=0,23=0.
2o =0

Beispiel 3.3.3. Im K" sind €} = (1,0,...,0), & = (0,1,0,...,0),...,6, = (0,...,0,1) stets linear
unabhéngig.

Beispiel 3.3.4. Im R? hat die lineare Abhingigkeit von 2 bzw. 3 Vektoren eine anschauliche geome-
trische Bedeutung: sind ¢, und ¥ linear abhingig, so gilt A7 + Aot = 0 mit (A1, A2) # (0,0). Sei
0.B.d.A. Ay #£ 0. Es folgt v5 = —)\2_1)\1271, d. h. die beiden Vektoren ¥, 75 liegen auf einer Geraden
durch den Nullpunkt. Ahnlich bedeutet im R? die lineare Abhiingigkeit zweier Vektoren deren Paral-
lelitiit. Sind ¥y, ¥, U3 linear abhingig, so gilt \1@ + AoT + A3 = 0 mit (A1, A2, A3) # (0,0,0). Sei
0.B.d.A. \3 # 0, dann folgt o3 = —A3 ' A\1& — A3 ' Aatia, d. h. die drei Vektoren ¥y, ¥, 73 liegen auf einer
Ebene durch den Nullpunkt.

Satz 3.3.5. Es gilt:

(a) Die Menge {0} ist stets lLa., ein einzelner Vektor ¥ # 0 ist stets Lu.

(b) Mit vy,...,0 sind auch vy,...,0k,...,0 (1> k) La.

(¢) Sind Uy,..., 0k lu., so auch ¥y,...,0y firl <m <k.

(d) Ist ¥ Linearkombination von vy, ..., Uk, so sind vy,...,v, U La.

(e) Sind k > 2 Vektoren l.a., so ist wenigstens einer von ihnen eine Linearkombination der anderen.
(f) Sind v4,...,0 Lu., aber U1,...,0, U La., so ist U eine Linearkombination der vy, ..., Ug.

Beweis. Zu a): Es gilt 1-0 = 0, also ist {0} La., andererseits folgt aus A7 = 0 mit 7 # 0, dass A = 0
ist, also ist {¢'} L.u. nach Satz 3.1.3(a).

Zu b): Aus M@ + -+ Dk = 0 und (Aq, ..., M) # (0,...,0) folgt auch
MU+ + M+ NG+ NG = 0, Aty N) # (0,...,0)
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wenn man Ag41 = --- = A; = 0 einsetzt.
Zu c): Wiren 1, ..., 0y, la., so nach (b) auch 1, ..., Uf.
Zu d): Ist ¥ = A0y + -+ + A, so folgt Mty + -+ + A0 + (—1)0 = 0.

Zu e): Es sei M0y + -+ + AUy = 0 und (M,-.-y,Ak) # (0,...,0). Nach eventueller Umnummerie-
rung kénnen wir annehmen, dass \j # 0 ist, dann folgt ¥ = (—/\,:1))\1171 +o (=) T H A1

Zu f): Es gelte A\t + -+ + AU + AU = 0 mit (Ao y M) # (0,...,0). Dann muss A # 0 sein,
da wegen der linearen Unabhéngigkeit von v7,...,v; die Gleichung Ao + -+ + A = 0 nur fiir
Ai = --- = A\ = 0 moglich ist. Dann ist aber & = (=A"Y)A\ 1@ + - - + (=A"D) A\ T O

Der Begriff der linearen (Un-)Abhéngigkeit ldsst sich auf beliebige (auch unendliche) Mengen von
Vektoren erweitern:

Definition 3.3.6. Eine Menge M C V heifit Lu., wenn je endlich viele verschiedene(!) Vektoren aus
M l.u. sind, andernfalls l.a.

Bemerkung 3.3.7. Wir stellen einige Spezialfille zusammen:

1. Die leere Menge ist l.u.

2. Ist 0 € M, so ist M la.

3. Jede Teilmenge einer L.u. Menge ist l.u

4. Jede in V liegende Obermenge einer l.a. Menge ist l.a.

5. Achtung: Im Falle @ = @ # 0 sind @ und @ la., aber {d1,ds} ist Lu. (weil es tatséchlich die
Menge {a;} ist).

Beispiel 3.3.8. Sei G der Vektorraum der auf R definierten reellwertigen Funktionen: G = {f: R —
R} und

<
M:={f, : veZ} mit f(z):= {(1) falls,: v<w<z+1l

sonst

Dann ist M l.u. Beweis: Sei A1 f,, + -+ + Apfy, = 0 (die Nullfunktion) mit paarweise verschiedenen
Vi,...,V. Fir x mit v; < x < v; + 1 erhalten wir

0 = (Mfo, + -+ Xfy) (@) = Nfi,(x) = N,
also Ay =---=X; =0.

Beispiel 3.3.9. Es sei R aufgefasst als Vektorraum iiber dem Unterkorper Q und M = {n” : v € Ny}
mit der Kreiszahl 7 = 3,14159. .., dann ist M l.u., denn

n
Z)\,ﬂr” =0
v=0

mit A\, € Q ist nur fiir \g = --- = A\, = 0 moglich. Der Beweis dieser Aussage ist schwierig (man sagt,
dass 7 eine transzendente Zahl ist).
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Definition 3.3.10. Ist M C V lu., so schreiben wir ( M ) = (( M )), und nennen M eine Basis des
Erzeugnisses ( M ), kurz:

V=(M) < Mistlu und (M)=V.

Speziell ist eine Basis eines VR V also ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V. Im Falle
M = {vy,...,Ux} sagen wir auch: ,Die Vektoren ¥1,...,7) bilden eine Basis von V*“, und schreiben
wieder kurz ((¥7,...,0)) statt (({t1,...,0})).

Beispiel 3.3.11. Es ist {0} = ((0)), und () ist die einzige Basis von {0}.

Beispiel 3.3.12. Die Vektoren é7,...,¢é, € K™ aus Beispiel 3.3.3 sind lL.u., wir nennen {€1,...,€é,}
die Standardbasis von K.

Beispiel 3.3.13. Der Korper C der komplexen Zahlen, aufgefasst als Vektorraum iiber K = R, hat
die Basis {1,i}.

Man kann zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Wir werden uns jedoch bei der Diskussion
der Basis auf relativ einfache Fille, so genannte endlichdimensionale VR, beschrénken.

Definition 3.3.14. Gibt es eine maximale Zahl n von l.u. Vektoren in V', so heifit n die Dimension
von V, geschrieben dim(V):

dim(V) = max{|M| : M CV1u} € Ny.

Gibt es kein solches n (existiert also zu jedem k € N eine l.u.-Teilmenge M C V mit |M| = k), so
heifit V' unendlichdimensional und wir schreiben dim(V') = oo.

Beispiel 3.3.15. Es ist dim({0}) = 0.

Beispiel 3.3.16. Es sei V = K ein Korper aufgefasst als Vektorraum iiber sich selbst. Die Menge {1}
ist Lu., und sind A1, A2 € K mit A\; # Ag, so gilt AaA; + (—A1)A2 = 0, d. h. die Vektoren \q, Ay sind
stets La., also dim(K) = 1.

Beispiel 3.3.17. Es ist dim(R?) = 2: die Vektoren (1,0) und (0,1) sind Lu., also dim(R2?) > 2.
Andererseits sind je drei Vektoren @ = (ay,as2), b = (b1,b2), €= (c1,¢2) La., denn es gilt

—

(blcg — b261)5+ (Clag — a102)5+ (a1b2 - agbl)E = 0.

Ist hier beispielsweise bycy — bacq = 0, so sind schon b und c l.a., also clg— bic=0= ng— boC. Ist hier
b1 = by = 0, so ist schon b allein l.a.

Beispiel 3.3.18. Ebenso ist dim(C) = 2, wenn C als VR iiber R aufgefasst wird.
Beispiel 3.3.19. Der VR G = {f : R — R} besitzt die Dimension dim(G) = oc.

Satz 3.3.20. Es sei dim(V) = n < oo, dann besitzt V eine Basis, genauer bildet jede l.u. Teilmenge
mit n Vektoren eine Basis von V.

Beweis. Seien vy,...,7, € V L.u. und v € V beliebig. Nach Definition der Dimension sind ¥/, ..., Uy, ¥
l.a., nach Satz 3.3.5(f) ist ¥ eine Linearkombination von o1,...,,, also ¥ € (#1,...,0,). Dav € V
beliebig war, folgt V = (71,...,0,) = ((¥1,...,Un)). O

Wir werden in Kiirze zeigen, dass es keine Basis von V mit weniger als dim(V') Elementen gibt.
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Satz 3.3.21. Fir vy,...v, € V sind dquivalent:

(b) Jedes U besitzt eine Darstellung
U = MU+ + \Un (*)

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten (A\1,...,\,) € K™, oder: die durch (x) vermittelte Abbil-

dung
K" —V , (Al,...,An) — )\1171+---+)\n17n

st bijektiv.
Beweis.
(a)=(b):
Da {#y,...,4,} ein Erzeugendensystem von V' bildet, hat jedes ¥ € V mindestens eine Darstellung der

Form (x). Es seien ¢ = A9 + -+ + A0, und 0 = 19 + - -+ + pn 0y, zwei Darstellungen des gleichen
Vektors, dann folgt aus der linearen Unabhéngigkeit der /;

M=)+ O =) =0 = Nj—p;=0 (j=1,...,n)
also A\j = p;, d. h. die Darstellung (x) ist eindeutig.

(b)=(a):
Eine (also die einzige) Darstellung (%) von 0ist 0 =0-7; +---+ 0 - ¥,. Also sind #1,...,70, Lu. O

Satz 3.3.22. Es sei V = ((71,...,0,)) und @ € V mit & # 0. In der Darstellung
w o= MU+ + AUn (Al,...,An)EKn (*)

sei j ein Index mit \j # 0, dann ist auch

Vo= ((U1,..., 01,0, Tjq1,...,Un)) .
Beweis. Es sei 0.B.d.A. j =1 (sonst nummerieren wir die ¥; um), wir miissen V' = ((@, v, ..., 0y, ))
zeigen.
V = (W, 0a,...,0,):

Auflésen von (%) nach ¥ ergibt

U1 = W+ pots + -« + ppt, mit u; = N (i1=2,...,n). (%)
Sei nun ¥ € V beliebig, etwa ¢ = a1 ¢ + - - - + ap U, mit aq,...,q, € K. Einsetzen von (k) ergibt
U = ai(mW+ pots + -+ + ppty) + ot + -+ + apty,

= aymW+ (arpe + a2)ta + -+ (a1 pin + )0y € (W, Va,...,0,) .

{W, Vy, ..., Uy} ist Lu.:
Angenommen wir haben

M1w+u2772+"'+ﬂnﬁn = 0.
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Dann folgt mit (*):

0= pr (M1 4 -+ A@) 4+ polo + -+ + @ = (aA1)T1 + (1o + p2)Vs + -+ + (1 dn + pn)

und damit

PIAL = pide + pg = - = 1Ay + pp =0
da ¥1,...,7, l.u. sind, also ist u; = 0 wegen Ay # 0. Daraus folgt dann py = -+ = p, = 0, also ist
{W, vy, ..., 0,} Lu. O

Wir verallgemeinern Satz 3.3.22 zu dem wichtigen

Satz 3.3.23 (Austauschsatz von Steinitz, Erginzungssatz). Es sei V ein Vektorraum und

V = ({(¥,...,Ty)) und Wy,..., W € V Lu., dann ist k < n. Ferner lisst sich aus {¥1,...,0,} eine
Teilmenge {0 ,,...,U,} so auswihlen, dass V = << Wy, ooy Why Uy g5 U, >> ist. Mit anderen Wor-
ten: Man kann k geeignet gewdhlte Vektoren der Basis {U1,...,U,} gegen die W; austauschen, so dass

man wieder eine Basis von V' erhdlt. Insbesondere lisst sich jede l.u. Teilmenge eines endlichdimen-
stonalen VR zu einer Basis von V' ergdnzen.

Beweis. Wir fithren eine vollstdndige Induktion nach k fiir festes n.

Induktionsanfang k = 1:

Esist 1 < n. Wegen w; # 0 ist in der Basisdarstellung w; = A\¥1+- - -4+, ¥, mindestens ein \; # 0 ent-
halten. Nach Satz 3.3.22 kann man also ¥; gegen w; austauschen, so dass {¥1, ..., V1, Wi, Uj41,...,Un}
wieder eine Basis von V ist.

Induktionsschritt £k — k + 1:

Die Behauptung des Satzes gelte fiir ein & € N, und es seien wy,..., W, W1 € V linear un-
abhéngig. Nach Induktionsannahme (angewandt auf 1, ..., W) ist £ < n, und es gibt eine Teilmenge
{Ty1s-- U} € {1, ..., U} derart, dass

Vo= (41, Wk Ty ) (+)

Wire k = n, so wére schon V = ((y,...,w)), also W41 eine Linearkombination von ..., wg.
Da Wy, ..., Wy, Wky1 aber Lu. sein sollen, muss folglich & < n, d. h. k + 1 < n sein. Wegen (*) und

W11 7 0 gilt

Wp1 = W1 + -+ W + 10,y g + -+ pnTy, mit g, pn € K
wobei mindestens ein p; # 0 ist, und zwar kann nicht pgi1 = --- = p, = 0 sein, sonst wiren
Wi, ..., Wk, W1 la., also ist p; # 0 fiir mindestens ein ¢ € {k +1,...,n}. Austauschen von ¥, gegen
W41 gemaf Satz 3.3.22 ergibt die Behauptung fiir k£ + 1. O

Satz 3.3.24. Es sei V = ((V1,...,Up)), dann ist dim(V') = n, und eine Teilmenge B C V ist genau
dann eine Basis von V, wenn B aus n lL.u. Vektoren besteht.

Beweis. Fiir jede l.u. Menge M C V gilt nach Satz 3.3.23: |M| < n, also dim(V") < n. Nach Definition
der Dimension ist andererseits n < dim(V), also folgt dim(V') = n. Nun sei B irgend eine Basis von V.
Dann folgt zunéchst m := |B| < dim(V') = n und dann wie oben dim(V) = m, also m = n. Umgekehrt
ist nach Satz 3.3.20 auch jede lL.u. Menge B C V mit |B| = dim(B) eine Basis von V. O
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Beispiel 3.3.25. Fiir die Standardvektorrdume gilt dim(K™) = n, denn die Standardbasis {é1, ..., €, }
hat n Elemente. Insbesondere ist dim(R") = n und dim(C™) = n (als Vektorraum iiber C), aber C"
als Vektorraum iiber R besitzt die Dimension 2n, eine Basis ist {€1,...,éy,1€1,...,i€,}.

Satz 3.3.26. Es sei dim(V) < oo und U ein Unterraum von V', dann gilt:

(a) dim(U) < dim(V).
(b) dim(U) =dim(V) & U=V.
Beweis. Teil (a) folgt sofort aus der Definition der Dimension. Zu b): Sei dim(U) = dim(V') = n, dann

besitzt U nach Satz 3.3.20 eine Basis {¢1, ..., ¥, }. Diese bildet dann ebenfalls nach Satz 3.3.20 eine
Basis von U, also U = V. ]

Satz 3.3.27 (Dimensionssatz fiir Summenriume). Es seien Uy, Us endlichdimensionale Un-
terrdume eines VR V, dann gilt

Beweis. Da UjNUs Unterraum von U; (ebenso von Uy) ist, gilt nach Satz 3.3.26: d = dim(U1NU3) < oo.
Es sei also nach Satz 3.3.20 {d1,...,dq} eine Basis von U3 N Uy (= 0 falls d = 0 ist). Wir ergénzen
diese Basis nach Satz 3.3.23 zu je einer Basis von U; und Us:

By := {ai,...,dq,b1,...,b.} Basis von Uy,

BQ = {61,...,dd,81,...,83}Basisvon UQ.

Behauptung: B := By U By = {dy,... ,@’d,gl, ... ,5r,é’1, ..., Cs} ist eine Basis von U + Us. Wir haben
zwei Aussagen zu zeigen: ( B) = Uy + Uz und B Lu.:

<B> =U; +Us:
Wegen B C Uy UUs C Uy + Uy (Up + Uy ist Unterraum) folgt ( B) C Uy + U,. Andererseits ist

Ur+U; = (B1)+(B2) C (B)+(B) = (B)
daBl,ngB.

B ist l.u.:
Es sei

Q@1+ -+ agldg + Bibi + o Brb + @+ 476 = O

mit o, 85,7 € K, wir miissen zeigen, dass alle Koeffizienten Null sind. Sortieren ergibt

Q@i+ +ogdg + Bibi+ o+ Brby = — 18+ + 78 C UNUs.

el €Uz

Dann gibt es Koeffizienten \; mit — (7161 + -+ + 7€) = A1@1 + - - - + A\gdy, also
May + -+ Xalg + 718+ + 758 = 0.

Da Bj als Basis Lu. ist folgt A\y =--- =Xy =71 = --- = 5 = 0. Daraus folgt
oy + -+ agiig+ Bibi 4+ -+ Bby = 0
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und somit oy = -+ =ag = PB1 = --- = B, = 0 da auch Bj Lu. ist, also waren simtliche Koeffizienten
a;, B, Null und B ist Lu.

Da wir jetzt Basen fiir alle beteiligten Rdume haben, kénnen wir die Aussage des Satzes durch Zahlen
der Basisvektoren zeigen:

dim(U1 + Ug) = ‘B’ =d+r—+s= (d+ 7“) + <d+ 8) —d = dim(Ul) —l—dim(Ug) — dim(U1 N UQ) .
O

Beispiel 3.3.28. Es sei V = R3 und U; = (((1,0,0),(0,1,0))) sowie Uy = {((1,—1,0),(0,0,1))),

—

also dim(U;) = dim(Us) = 2. U3,U; sind Ebenen durch 0, und zwar explizit

Ui = {(z,9,0) : x,y € R} die xy-Ebene,
Uy = {(z,—x,2) : z,z€ R}
UpnUy = {(z,—2,0) : x € R} = (((1,-1,0))) , die Gerade durch y = —z, 2 =0,
insbesondere ist dim(U;) Ndim(Usz) = 1. Mit dem Dimensionssatz folgt: dim(U; +Us) =2+2—-1 =3,

also U; + Uy = R3, d. h. alle ¥ € R? lassen sich schreiben als ¥ = @] + @y mit @; € U; und iy € Us.
Diese Darstellung ist jedoch nicht eindeutig.
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Kapitel 4

Matrizen

4.1 Grundlegende Definitionen

Im Folgenden sei K wieder ein Korper.

Definition 4.1.1. Unter einer Matrix vom Typ (m,n) mit m,n € N (oder einer m x n-Matrix) iiber
K versteht man ein rechteckiges Schema der Gestalt

ar A1n

A:

Gm1 - OGmn

mit a;; € K fir 1 <7 <m und 1 < j < n. Die Eintrége a;; heiflen Komponenten oder Koeffizienten
der Matrix. Den Vektor @; = (ai1,...,ai,) € K™ (fiir 1 < ¢ < m) bezeichnet man als den i-ten
Zeilenvektor (oder kurz die i-te Zeile) von A, den Vektor l_;j = (aij,...,am;) € K™ (fir 1 < j < n)als
den j-ten Spaltenvektor (oder kurz die j-te Spalte) von A. gj schreiben wir oft in Spaltenschreibweise

alj
bj = :
amj
Man schreibt dann auch kurz
ay
A= | = (b1,...,bn) = (aij)1<i<m -
o 1<j<n
am

Die Menge aller Matrizen vom Typ (m,n) bezeichnet man mit K (™" oder K™*". Die Gerade in A,
auf der die Elemente ai1,...,a,, mit r = min(m,n) stehen, nennt man die Hauptdiagonale von A.

Durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen erhilt man aus A die Matrix A7, die Transponierte von
A. Sie hat die Gestalt

aip - am1
a2 o Gm2

AT = e Kmm
A1n  *°° Gmn
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Die Zeilen von A werden also die Spalten von A”, und die Spalten von A werden die Zeilen von AT,
also

T .
A= (ap)i<k<m < A = (bu)i<k<n mit by = ayy, .
i<i<n 151<m

Matrizen desselben Typs iiber K koénnen komponentenweise addiert und mit Skalaren aus M multi-
pliziert werden:

Definition 4.1.2. Es seien A, B € K (™" mit
air v Qi biin -+ bin
A= : : , B=
aml " Qmn bml cee bmn

Dann versteht man unter der Summe von A und B die Matrix

a1 +biy - ar +bin
A+B = : :
Am1 +bm1 - G+ b
Ist A € K, so setzt man
Aair -0 Aarg
M =
)‘aml to )\amn
Man schreibt (—1) - A = —A.
Beispiel 4.1.3. Es sei K =R und
3 -1 5 7 2 0 —4 -3
A=12 1 4 3|,B=|-2 -1 0 5],
0 -8 2 6 1 8 1 4
dann ist
5 —1 1 4 9 -3 15 21
A+B=[({0 0 4 —-2| und 34=16 3 12 9
1 0 3 10 0 —24 6 18

Definition 4.1.4. Die Matrix vom Typ (m,n), deren sémtliche Komponenten = 0 sind, nennt man
die Nullmatrix
0 --- 0
0= 0mn =

Man zeigt leicht

Satz 4.1.5. K™ bildet bzgl. der Matrizenaddition und Skalarmultiplikation mit der Nullmatriz als
Nullelement einen Vektorraum diber K mit Dimension dim(K (™™) =m -n.

Beweis: Ubungsaufgabe. O
Von groflier Bedeutung ist auch das Produkt von Matrizen A und B. Im allgemeinen Fall sind hier
jedoch A und B von verschiedenem Typ. Die Motivation fiir die kompliziert anmutende Definition

wird erst spéter, im Kapitel iiber lineare Abbildungen, ersichtlich.
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Definition 4.1.6. Sind

A= (aijhzizm € K™ B = (ba)i<pen € K7
1<5<n e

so versteht man unter dem Produkt C = AB die Matrix

n
C = (cit)1<icm € K™™) mit ¢ = Zaz’jbjl 1<i<m,1<1<r).
1<i<r

j=1

Bemerkung 4.1.7. Das Element in der i-ten Zeile und der I-ten Spalte der Produktmatrix C wird also
erhalten, indem die Elemente der i-ten Zeile von A und der I-ten Spalte von B paarweise multipliziert
und die Produkte addiert werden:

Damit das Produkt zweier Matrizen A und B definiert ist, muss die Anzahl der Spalten von A mit der
Anzahl der Zeilen B iibereinstimmen. Die Produktmatrix C = AB hat dann dieselbe Anzahl Zeilen
wie A, und die diesselbe Anzahl Spalten wie B.

I-te Spalte

C= — A= | i-te Zeile ,Bz(

Beispiel 4.1.8. Es sei K =R und

2 3 -1 5 ; _(1)
A=10 -2 1 1|, B= ,
3 7 2 2 o
1 6
dann ist das Produkt

14 23
A-B=1|-3 11
34 29

Ein neutrales Element beziiglich dieser Multiplikation bildet die so genannte Einheitsmatrix.

Definition 4.1.9. Sei n € N. Die Matrix vom Typ (n,n), & = (), 1 < 4,7 < n mit dem
Kroneckersymbol
1 falls i=j
5 = { J

0 falls i#j "’

heifit Einheitsmatrix vom Typ (n,n).

&, hat also Einsen auf der Hauptdiagonale, und Nullen auflerhalb der Hauptdiagonalen. Im folgenden
Satz werden die wichtigsten Eigenschaften der Matrizenmultiplikation zusammengefasst:
Satz 4.1.10. Fir Matrizen A, B,C tber K gilt sobald die Ausdriicke definiert sind (d. h. die Spalten-

und Zeilenzahl zueinander passen):

(a) Assoziativgesetz: (AB)C = A(BC).

(b) Distributivgesetz: A(B+C) = AB+ AC und (B+C)A=BA+CA.
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(¢) Neutralitit von E: - A=A- &, = A.

(d) Im Allgemeinen ist AB # BA, d. h. das Kommutativgesetz gilt nicht.

Beweis. Zu a): Es sei

A= (agg)1<p<t > B= (bni)i<h<m > C = (cjr)i<j<n -
1<g<m i<i<n 1<k<r

Die in der Behauptung auftretenden Produkte sind offenbar definiert, wir bezeichnen sie mit

AB = (dfi)i<f<i , BC = (enk)i<h<m -
1<i<n <k<r

Nach Definition ist . .
dyi = Zafgbgi , Ehk = Z bhicik, - (%)
=1 i1

Fiir die Komponente wu s, von (AB)C gilt nach Definition des Produkts und (x):

n m

n
Upr = dez‘% = Z afgbgi | cik -
i=1 i=1 \g=1

Andererseits gilt fiir das Element vy, von A(BC)

m m n
Vg = E afglgk = E afg E bgiCik -
g=1 g=1 i=1

Nach dem Distributivgesetz in K gilt u ¢, = v, und damit (AB)C = A(BC).

Zu b): Nun sei

A = (aij)i<i<m > B = (bu)i<k<n >, C = (cri)i<k<n -
125<n =<I<r 1<I<r

Dann gilt fiir die Komponente d;; von A(B + C)
n
di = Y aij(bji+cjo) -
j=1
Fiir die Komponente e;; bzw. f;; von AB bzw. AC gilt
n n
e =Y by baw. fq = aici,
j=1

j=1

also d;; = e;+ fir, und somit A(B+C) = AB+.AC. Das zweite Distributivgesetz wird analog bewiesen.

Zu c): Es sei
{1 falls k=1

A= (aij)i<i<m » En = Or)i<k<n > Ok = 0 sonst

1<5<n I<I<r

Fiir das Element b;; von A&, gilt dann
n
by = Z%%‘l = a;,
j=1
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also AE,, = A. Analog wird &£,8 = B bewiesen.

Zu d): Oft ist nur eines der beiden Produkte AB bzw. BA tiberhaupt definiert. Es ist jedoch auch
leicht, Gegenbeispiele zu finden, wenn beide Produkte definiert sind. Ein Beispiel, das fiir jeden Korper

K existiert, ist
10 0 1
A=) =)

0 1 11
AB:(1 1+1) 7 BA:(1+1 1>

unabhéingig davon, welches Element 1 4+ 1 € K ist. U

denn es gilt

Einen wichtigen Spezialfall von Matrizen bilden die quadratischen Matrizen:
Definition 4.1.11. Eine Matrix vom Typ (m,n) heiit quadratisch, wenn m = n ist.

Satz 4.1.12. Die Menge K™™ der quadratischen Matrizen mit n Zeilen/Spalten bildet bzgl. der
Matrizenaddition und -multiplikation einen Ring mit Einselement E,. K™™ ist fir n > 2 nicht
kommutativ.

Beweis. Die Ringaxiome folgen aus Satz 4.1.10. Das Beispiel zur Nichtkommutativitét 1asst sich leicht
fiir alle n > 2 ausdehnen. O

Satz 4.1.13. Fiir Matrizen A, B dber K gilt, sofern A+ B bzw. AB definiert ist:

(a) (A+B)T = AT 4+ BT

(b) (AB)T = BT AT.

Beweis. Aussage (a) ist trivial, und fiir (b) sei

A= (aij)i<i<m » B = (bg1)i<k<n
1<j<n 1<i<r

dann ist

T / / T / /
AY = (a;5) 1<i<n 5 a3 = aji bzw. B = (by)1<k<r , by = ik -
1<5<m 1<i<n

Das Element c;; von AB ist
n
ci = Y aigbi,
j=1

das Element d;; von BT AT ist
n n
/ /
dy = Y bay = > aibi = a,
j=1 j=1

also ist BT AT = (AB)T. O
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4.2 Der Rang einer Matrix und elementare Umformungen

Definition 4.2.1. Die Maximalzahl linear unabhéingiger Zeilenvektoren in einer Matrix A € K (")
heifit der Zeilenrang von A, die Maximalzahl 1.u. Spaltenvektoren von A heifit der Spaltenrang von A.

Bemerkung 4.2.2. Es seien dy,...,d, € K" die Zeilenvektoren und 51, . ,l_;n € K™ die Spalten-
vektoren von A. Nach Satz 3.3.24 ist dann

Zeilenrang von A = dim(( dy,...,dm ))
Spaltenrang von A = dim(( bi, ..., by )) .
Zur einfachen Berechnung von Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix bedient man sich elementarer
Umformungen:

Definition 4.2.3. Als elementare Umformungen einer Matrix A € K (™) bezeichnet man:

e Elementare Zeilenumformungen:

1. Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A # 0 aus K,
2. Addition einer mit A € K multiplizierten Zeile zu einer anderen Zeile,

3. Vertauschung zweier Zeilen.
e Elementare Spaltenumformungen:

1’. Multiplikation einer Spalte mit einem Skalar A # 0 aus K,
2’. Addition einer mit A € K multiplizierten Spalte zu einer anderen Spalte,

3’. Vertauschung zweier Spalten.

Beispiel 4.2.4. Eine typische Umformungsfolge ist

2 1 3 2 1 0
0 3 2 2. 0lo0 3 -7
2 -5 _1 III 311 ITI-1 0 —6 14
2 1 0 2 1 0 2 0 %
= o 3 -7 = {0 1 -I| > (o 1 &
II14-2-11 0 0 o) 3 \o 0 0 I-11 0 0 0
, 2 0 0 7 2 0 0 1 1 0 0
7
IH—7>I 0 L - 3 III—>II 0 1 0 1—I> 0 1 0
6 0 0 0 + 0o 0 0/ =2 0 0 0

2 1 3 2 1 3 2 1 3
o 3 2210 3 221|032
2 -5 —1 0 —6 —4 000
7 20 3 /200 (200
2o 1o 3 2] 2 (o3 2] 2 (o3 o0
000 00 0 00 0
100 100
2, 1o 3 0] (o100
000 00 0
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Satz 4.2.6. Durch elementare Umformungen ldsst sich jede Matriz A = (a;;) € K1) giberfihren in

eine Matrix Dﬁm’") der Form

1

1 falls i=7<r
0 sonst ’

D7(1m,n) = 1 = (Cij) mit Cij :{

Beweis. Ist A = 0,,,, die Nullmatrix, dann sind wir fertig mit » = 0. Gibt es ein a;; # 0, so kann
dieses durch die Umformungen 3 und 3’ an die Stelle von a1; getauscht werden. Multiplikation der 1.
Zeile (oder 1. Spalte) mit ai_jl liefert in der linken oberen Ecke eine 1. Die Elemente der neuen Matrix
nennen wir wieder a;;, jetzt also mit a;; = 1. Nun wird das ajz-fache der 1. Spalte von der 2. Spalte
subtrahiert, dann das ajs-fache der 1. Spalte von der 3. Spalte usw.: nach diesen Umformungen erhéilt
die 1. Zeile die Gestalt (1,0,...,0). Jetzt subtrahiert man das asi-fache der 1. Zeile von der 2. Zeile
usw., damit erhélt man eine Matrix der Gestalt

1 0 - 0 10 0
0 abhy -+ dby, B 0

P a Al

0 aly -+ Gmn 0

Mit der Restmatrix A" € K(m —1,n — 1) wird analog verfahren. Offenbar haben elementare Um-
formungen von A’ wegen Nullen am Rand keinen Einfluss auf die 1. Zeile sowie die 1. Spalte der
urspriinglichen Matrix. Falls nicht schon A’ = 0,;,—1 1 ist, geht A’ ihrerseits iiber in eine Matrix der
obigen Gestalt. Wir haben also die Umformungskette

1 00 --- O
1 ‘ 0 0 0 1|0 0
0
A — — ) — — 0 0
. A/
i N A"
0 0 0
Dieses Verfahren bricht spétestens nach s = min(m,n) Schritten ab, und der Satz ist bewiesen. O
Beispiel 4.2.7.
2 1 1 1 3 -2 0 1 3 =2 0
A = 3 2 o] >5{o 2 1 1|3 o 2 1 1
2 4 6 5 2 4 6 5 0 -2 10 )
7 1 0O 0 0 7 1 0 0 O 1 0 0 O
2o 2 1 1) S=(fo 1 1 1] Z(o 1 1 1
0 -2 10 5 0 -1 10 5 0 0 11 6
7 1 0 0 O 7 1 0 O 7 1 0 0 O
2 o 1 0 of 5 (o 1 o] = (o 1 0o o] =D
0 0 11 6 0 1 6 0O 0 1 0



Satz 4.2.8. Elementare Umformungen verdndern weder Zeilen- noch Spaltenrang einer Matrix.

Beweis. Wegen der Analogie zwischen Zeilen und Spalten geniigt es zu zeigen, dass elementare Zei-
lenumformungen weder Zeilen- noch Spaltenrang einer Matrix verdndern. Wir beschrinken uns auf
die Operation 2, der Beweis fiir die anderen Operationen verlduft analog. Wir addieren 0.B.d.A. ein
Vielfaches der 1. auf die 2. Zeile:

ai ay
) 9 , o + Ay
A=1 . — A = :
am, am,
Dann gilt <61,62, . ,6m> = <61,52 + Aaq, ... ,5m>, ist namlich ¥ = ,u,lc_il +M262 +--- +,um6m’ so gilt

auch
v = (ul — ug)\)c_il + po(ds + )\C_il) + psds + -+ G -

Andererseits gilt fiir & = v1dy + vo(da + Ad1) + -+ - + Vi@, auch
W o= (v1 + A\ve)dy +vada + -+ + U@, -

Also haben A und A’ nicht nur gleichen Zeilenrang, ihre Zeilenvektoren spannen sogar denselben
Unterraum von K" auf. Sind

ai,iy ails
. a1, o a2 1,
L = . PRI} bl,s = .

am,h am7ls

beliebige Spaltenvektoren von A, dann sind die entsprechenden Spalten in A’

a1, at,l,
= a/2,l1 + )\al,ll Y a27ls + )\alyls
ll == . g ey l,S = .
am,ll a’mvls

Jede lineare Relation
piby + -+ psb, = 0

ist dquivalent zur entsprechenden Relation
paby, + b, = 0,

die 47 sind also genau dann linear unabhéngig, wenn die entsprechenden 5; es sind. Daher haben A
und A’ auch gleichen Spaltenrang. O

Satz 4.2.9. Fir jede Matriz A € K™") gilt:
Zeilenrang von A = Spaltenrang von A .

Diese Zahl heifit der Rang von A, geschrieben rg(.A).

Es ist rg(A) = r die Anzahl der Einsen aus der Matrix DI™™ aus Satz 4.2.6.
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Bemerkung 4.2.10. Die Zahl r héngt also nur von 4 ab, und nicht davon, mit welcher Serie ele-

ﬁm,n)

mentarer Umformungen die Matrix D gewonnen wurde.

Beweis von Satz 4.2.9. Nach Satz 4.2.8 hat D,(nm’") denselben Zeilen- bzw. Spaltenrang wie A. Der

Zeilen- sowie der Spaltenrang von Dﬁm’") ist aber offensichtlich 7. U

Beispiel 4.2.11. Nach den vorigen Beispielen ist

0o 2 1 1 2 1 3
rg |1 3 -2 0] =3, rg|0 3 21 =2.
2 4 6 5 2 -5 -1

Definition 4.2.12. Eine quadratische Matrix A € K (") heift reguliir, falls rg(A) = nist. Andernfalls
(rg(A) < n) heifit A singulir.

Satz 4.2.13. Ist A € K™ requlir, so lisst sich A schon allein durch elementare Zeilenumformungen
in die Einheitsmatriz £, tberfihren, ebenso auch allein durch Spaltenumformungen.

Beweis. Es sei A = (a;;) mit 1 <4,j < n. Mindestens eines der Elemente aj; der 1. Spalte muss # 0
sein. Durch die Umwandlungen 3 und 1 erhélt man in der linken oberen Ecke eine 1. Anwendung von
2 ergibt dann eine Matrix der Gestalt

/ /
L oayy - ay,
/ /
0 aypn - ay,
/ /
0 apy -+ Gy
Da die 1. und 2. Spalte lL.u. sind, muss hier mindestens eine der Komponenten ab,, ..., al, in der 2.

Spalte # 0 sein. Man erhélt dann analog eine Matrix

1 i
L0 ayy - ajy
1 "
0 1 ayg - ay,
2 2
00 Ap3 " Gpp

Nach n Schritten ist die Einheitsmatrix hergestellt. Der Beweis fiir Spaltenumformungen ist analog. [J

Beispiel 4.2.14. Es gilt

w = O
=~ =N
N = W
E
w
lw
oS O
N
|

=W

1 1 1 1 0 -3 1 0 -3
— lo 1 3| =10 1 3| SH1]o 1 3
0 1 -1 0 0 -3 0 0 1
1 0 0
2, 1 = &
0 0
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Definition 4.2.15. Eine Matrix £ € K™ heifit Elementarmatrix, wenn sie aus der Einheitsmatrix
&p durch eine elementare Umformung hervorgeht. Wir sagen, dass £ zu dieser Umformung gehort.

Bemerkung 4.2.16. Es gibt demnach 3 Typen von Elementarmatrizen:

Typ 1: Multiplikation der i-ten Zeile mit X\ # 0:

1
1
Ry = A
1
1
Typ 2: Addition des A-fachen der j-Zeile zur i-ten Zeile:
1
1 A
Ry =
0 1
1
Typ 3: Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile:
1
0 1
R; = :
1 0
1

Die gleichen Matrizen gehoren zu den Spaltenoperationen 1°,2°.3".

Wie man durch Nachrechnen leicht zeigt, gilt der folgende

Satz 4.2.17. Entsteht A aus A € K™ durch eine elementare Zeilenumformung (bzw Spaltenum-
formung), dann gilt A=CA (baw. A= .AC) fiir die zur Umformung gehorende Matriz €.

4.3 Die Inverse einer Matrix

Definition 4.3.1. Eine quadratische Matrix A € K™ heiBt invertierbar, wenn es eine Matrix
B e K™ gibt mit BA = &, oder AB = &,,.

492



Satz 4.3.2. Eine Matriz A € K™ ist genau dann invertierbar, wenn A regulir ist. A besitzt dann
sowohl ein Linksinverses als auch Rechtsinverses.

Beweis. Zuerst die

Richtung =

A € K1) gei invertierbar mit BA = &, oder AB = &,.

Fall 1: BA = £. Es seien 51, e ,gn € K™ die Spaltenvektoren von A, und Aq,..., A, € K beliebig mit

—

Abr 4+ Anbp =

Dann folgt
)\1 )\1 )\1 )\1
' -B von links : ' '
An An An An
also sind alle A; = 0. Damit sind 51, . ,gn L.u. und A regular.

Fall 2: AB = &,. Das folgt aus Fall 1 wegen

AB=¢&, = BTAT =¢T = ¢, = AT regulir = A regulir .

Richtung «:
Es sei A regulédr. Nach Satz 4.2.13 lésst sich A durch elementare Zeilenumformungen in die Einheits-
matrix &, tiberfiihren. Nach Satz 4.2.17 gibt es daher eine Folge von Elementarmatrizen &1, ..., Em, so

dass 8 51 A=¢E, ist. Also ist BA =&, fur B = S 51 Analog erhilt man eine Rechtsinverse,
indem man die Elementarmatrizen aufmultipliziert, die zu den Spaltenumformungen aus Satz 4.2.13
gehoren. O

Satz 4.3.3. Die requliren Matrizen in K™™ bilden bzgl. der Multiplikation eine (fiir n > 2 nichta-
belsche) Gruppe. Insbesondere gilt: Zu jeder reguldren Matriz A € K™ gibt es genau eine inverse
Matriz A~ € K™ mit A=V A = AA™ = &,. Es gilt zudem (A7)t = (A~H)T.

Beweis. Es sel G = {.A e K . Aregulér}. Es ist &, € G. Das Assoziativgesetz gilt in (G, ) nach
Satz 4.1.10. Zu A € G gibt es nach Satz 4.3.2 ein B € K ™™ mit AB = &,, und zwar ist dann B auch

invertierbar, also B € GG nach Satz 4.3.2. Zu zeigen bleibt, dass G bzgl ,, - “ auch abgeschlossen ist: zu
A,B € G wihle A',B' € G mit A/ A= B'B=¢&,. Dann ist

(BAYAB) = B'E.B=¢E, = ABinvertiercbar = ABe G

nach Satz 4.3.2. Somit ist (G, -) eine Gruppe, die Eindeutigkeit der Inversen A’ = A~! folgt mit Satz
2.2.8. Ferner ist

AN AT =AY =67 =6, = (AT =A™
O

Definition 4.3.4. Mit GL(n, K) = {A € K (™™ regulir} bezeichnen wir die (multiplikative) Gruppe
der invertierbaren (n,n)-Matrizen.

Satz 4.3.5. Es sei A € GL(n, K). Man erhdlt A=, indem man an &, simultan diesselben Zeilenum-
formungen vornimmt, die man verwendet, um A (gemaf$ Satz 4.2.13) in &, zu iberfihren.
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Beweis. Nach Satz 4.2.17 entsprechen diese Zeilenumformungen der Multiplikation mit einem Produkt
von gewissen Elementarmatrizen C = &, Em 1 & € GL(n K) von links, d. h. CA = &,. Das Resultat
derselben Umformungen an &, ist dann C&, = C, aber C = A~L.

Beispiel 4.3.6. Wir berechnen die Inverse der Matrix

6 2 3
A= |4 5 —2
T 2 4
mit der folgenden Umformungskette:
A E
6 2 3 1 0 0
4 5 -2 0 1 0
7T 2 4 0 0 1
-1 0 -1 1 0 -1
4 5 -2 0 1 0
7T 2 4 0 0 1
1 0 1 -1 0 1
0 5 -6 4 1 -4
0 2 -3 7 0 -6
1 0 1 -1 0 1
0 1 -10 1 8
0 0 -3]| 27 -2 -22
3 0 3] -3 0 3
0 1 0]-10 1 8
0 0 -3]| 27 -2 -22
3 0 0] 24 -2 -19
0 1 0]-10 1 8
0 0 -3]| 27 -2 -22
3 0 0] 24 -2 -19
0 3 0]-30 3 24
0o 0 3]-27 2 22
1 0 0
0 1 0 At
0 0 1
mit der Inversen
1 24 -2 -19
ATl = s-30 3 2
—27 2 22
Man rechnet leicht die Probe
1 6 2 3 24 -2 —-19 1 3
-4 5 -2 -30 3 24| ==10
S\7 2 4f \2r 2 2 3 \o

nach.
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Kapitel 5

Lineare Abbildungen

5.1 Definitionen und einfache Eigenschaften

Es seien stets V, W, V', ... Vektorrdume iiber demselben Korper K. Dieser Abschnitt befasst sich mit
Abbildungen zwischen Vektorrdumen, die mit den linearen Operationen vertriglich sind:

Definition 5.1.1. Eine Abbildung ¢ : V' — V' heifit linear oder ein (VR-)Homomorphismus, falls:

-,

(L1) @(@+b) = (@) + o(b) fiir alle @,b e V.

(L2) ¢(A@) = Ap(a) fir alle A\ € K und @ € V.

Oder &dquivalent dazu

-,

(L) @(AG + pub) = Ap(@) + pep(b) fiir alle A\, € K und @,b € V.

Die Menge aller linearen Abbildungen ¢ : V — V'’ wird mit L(V,V’) bezeichnet. Ein ¢ € L(V,V”)
heifit ein (VR)-Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist. Existiert ein Isomorphismus ¢ : V — V', so heifit
V isomorph zu V', geschrieben V = V', Ein ¢ € L(V, V) (also V = V') heifft Endomorphismus, bzw.
im Falle der Bijektivitdt Automorphismus von V.

Beispiel 5.1.2. Es gibt stets den trivialen Homomorphismus: ¢o(a@) = 0/ € V' fiir alle @ € V.

Beispiel 5.1.3. Der Endomorphismus ¢ : V' — V| ¢(@) = Aa fiir festes A € K ist trivial fiir A = 0,
und ein Automorphismus fiir A # 0 (da injektiv wegen (@) = ¢(b) < @ = b, und surjektiv wegen
e(\71a) = a).

Beispiel 5.1.4. Fiir V = R? ist p(z,y) = (Az, uy) mit A\, u € R—{0} die so genannte Eulerabbildung.
Die Ebene wird in z-Richtung um den Faktor A und in y-Richtung um den Faktor u gestreckt. ¢ ist
offenbar ein Automorphismus.

Beispiel 5.1.5. Es sei V = R2. Die Projektion auf die z-Achse ¢ : V — V, ¢(x,y) = (x,0) ist weder
injektiv noch surjektiv, also kein Automorphismus.

Beispiel 5.1.6. Fiir V = R? heifit der Automorphismus ¢ : V — V, ¢(x,y) = (x + Ay, y) fiir festes
A € R Scherung.
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Beispiel 5.1.7. Der Homomorphismus ¢ : R™ — R mit
n
(T, ... Ty) = Zaj:cj
j=1

fiir feste aq,...,a, € R ist eine so genannte Linearform.

Beispiel 5.1.8. Es sei Fy = {p: R — R : pPolynom}. Fiir p € Fy mit

sei ¢(p) = p’ die Ableitung mit

Dann ist ¢ ein Endomorphismus von Fjy. Er ist surjektiv, denn fiir

~ ay v
p(;p) = Z " 1:6 +1
v=0

ist (p) = p. Er ist nicht injektiv, beispielsweise gilt ¢(po) = 0 fiir jedes konstante Polynom po(z) = ag.
 ist ein Beispiel fiir einen linearen Differentialoperator.

Satz 5.1.9. Fiir Vektorriume V, V' und V" gilt:

(a) Ist o € L(V,V") und ¢ € L(V', V"), so ist o p € L(V,V").

(b) Ist ¢ : V — V' ein Isomorphismus, so auch die inverse Abbildung p=': V' — V.

Beweis. Zu a): Seien @,b € V und \, u € K, dann gilt

(1 0 @) (AG + ) = Y (Ap(@) + pp(B)) = A(w 0 )(@) + (v 0 ) (B)
Zu b): Da ¢! offenbar injektiv ist, miissen wir nur (L) zeigen. Es seien @, 5 € V' und A\, p € K mit
d' = (@) und &' = p(b) fiir @,b € V. Dann folgt
I + pb) = 97 (Mp(@) + pp(b) = ¢ (PG + b)) = NG + pb = AT (@) + pe ' (B) .
O

Satz 5.1.10. Fiir p,¢ € L(V,V') und X\ € L seien ¢ + 1, \p € L(V, V') werteweise definiert durch

=,

(P +9)(@) = w(@) + () , (Ap)a@) = Ap(@) (VaeV).

Mit diesen Operationen wird L(V,V') zu einem Vektorraum iiber K. Der Nullvektor ist der triviale
Homomorphismus ¢o(@) = 0' € V' fiir alled € V.

Beweis. Durch Nachrechnen sieht man leicht die Giiltigkeit der Regel (L) fiir ¢ + 1 sowie Ap. Auch
die VR-Axiome werden leicht nachgepriift. 0

114

Satz 5.1.11. Mit der oben definierten Addition sowie der Komposition von Abbildungen 0% als
Multiplikation ist (L(V,V'),+,0) ein Ring mit Eins, der Endomorphismenring von V. Einselement ist
die Identitdt idy : d— d fir alled € V.
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Beweis. Nach Satz 5.1.10 ist (L(V, V), +) eine abelsche Gruppe. Nach Satz 5.1.9 ist o eine Verkniipfung
auf L(V,V). Das Assoziativgesetz der Multiplikation gilt, da es allgemein fiir die Komposition von
Abbildungen gilt. Die Distributivgesetze gelten ebenfalls: fiir v, ¢, x € L(V,V) und alle @ € V gilt

(po (¥ +x))(@) = p(¥(a) +x(@) = p(¥(a@)) + ¢(x(@) = (po)(@) + (pox)(@) = (pop +pox)(a).

Ebenso ist
(¥ +x) 0 9)(@) = P(p(@)) + x((@)) = (Yo @+ x09)(@) .
Fiir das Einselement gilt idy o ¢ = p o idy = ¢ fiir alle ¢ € L(V, V). O

Satz 5.1.12. Die Automorphismen von V bilden bzgl. o eine Gruppe, die lineare Gruppe von V,
geschrieben GL(V).

Beweis. o ist eine Verkniipfung auf GL(V): mit ¢, ist auch ¢ o ¢ : V — V bijektiv, die Linearitéit
folgt nach Satz 5.1.9. Das Assoziativgesetz folgt nach Satz 5.1.11, das Einselement ist idy, das Inverse
von ¢ ist die Umkehrabbildung ¢~ *. O

5.2 Kern und Bild
Satz 5.2.1. Fiir p € L(V,V') gilt:
() ¢(0)=10"
(b) Sind d1,...,d, €V la., so auch ¢(dy),...,p(d,) € V.

(¢) Sind p(dy),...,p(d@n) € V' Lu., so auch dy,...,d, € V.

Beweis. Zu a): Es gilt ¢(0) = (04 0) = ¢(0) + ¢(0), woraus ¢(0) = 0" folgt.
Zub): Aus M@y + -+ - + And, = 0 folgt

M@(@r) + -+ Anp(d@n) = e(Md@1 + -+ Apiin) = 0
nach (a). Teil (c) folgt direkt aus (b). O

Satz 5.2.2. Sei € L(V, V'), dann gilt:

(a) Ist M C V', dann gilt p((M)) = (@(M)). Insbesondere ist das Bild eines Unterraums U C V
ein Unterraum von V'.

(b) Fiir einen Unterraum U' C V' ist o= (U') ={@a €V : ¢(@) € U'} ein Unterraum von V.

Beweis. Zu a): Fall 1: Es sei M = ). Dann ist (M) = {0} und o((M)) = {0} = (0) = (@(M)).
Fall 2: M # (. Wir zeigen zunéichst o((M)) C (@(M)): Ist @ = M@y + -+ + A\pdy, € (M), dann ist
o(@) = Mp(ar) + -+ Anp(@n) € (@(M)). Jetzt miissen wir noch (p(M)) C o({ M )) zeigen. Sei
dazu b € (@(M)), d. h. b= A\by + - - - + Anby mit 5j € ¢(M). Dann gibt es @; € M (1 < j < n) mit
(d;) = gj. Es gibt A\j € K mit @ = M\dy + -+ + Apdyn € (M) und damit

o(a) = \@(@1) + - 4 An@(@n) = Mbr + - + Anbp = b,

also b € o({ M )). Damit ist insgesamt ( (M) ) = @({ M')) gezeigt.
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Zu b): Es ist ¢ (({) #0, da o(0) = 0/ € U’ ist, also 0 € o }(U’). Es seien @,b € ¢~ 1(U’) ge-
geben, also ¢(d ) ©o(b) € U, ferner seien A\, u € K. Dann gilt

(G + pb) = Ap(@) + pep(b) € U,
d. h. A@+ pb € o 1(U"). O

Satz 5.2.3. Es sei ¢ € L(V,V') und U ein Unterraum von V, dann ist dim(o(U)) < dim(U).
Insbesondere folgt dim(V) = dim(V’) aus V=2 V',

Beweis. Sei 0.B.d.A. dim(U) < oo, dann besitzt nach Satz 3.3.20 U eine Basis B, also U = ( B'). Nach
Satz 5.2.2 gilt p(U) = p((B)) = (¢(B)), also ist ¢(B) ein Erzeugendensystem von ¢(U). Dann ist
dim(p(U)) < [¢(B)| < |B| = dim(U). m

Definition 5.2.4. Es sei ¢ € L(V, V'), dann heifit Bild(¢) = (V) = {p(d) : d € V} das Bild von .
Die Menge Kern(p) = ¢ 1({0'}) = {@ €V : (@) = 0’} heiBt Kern von . Nach Satz 5.2.2 sind dies
Unterrdume von V' bzw. V. Ferner heifit rg(y) = dim(Bild(y)) der Rang und def(¢) = dim(Kern(yp))
der Defekt von (.

Beispiel 5.2.5. Wir betrachten die Projektion aus Beispiel 5.1.5: V = R? und o(z,y) = (z
Dann ist Bild(¢) = {(z,0) : = € R}, d. h. rg(p) = 1. Andererseits ist Kern(p) = ¢~1({(0,0)}
{@aeV : ¢p(@)=(0,00} ={(0,y) : y € R}, und somit def(y) =

Satz 5.2.6. Fiir ¢ € L(V,V') sind dquivalent:

,0).
) =

(a) ¢ ist injektiv.
(b) Kern(p) = {0}, d. h. def(p) =

(c) Sind dy,...,d, €V Lu., so auch o(dy),...,p(dy,).

Beweis.
(a)=(b):
Ist ¢ injektiv, so folgt aus ¢(@) = 0" = ¢(0) schon @ = 0.

(b)=(c):

Es sei Kern(p) = {0}, und @,...,d, € V Lu. gewiihlt. Aus A\1p(@1) + - - - + A(d@n) = 0 folgt dann
M@+ + Al € Kern(p) = {0} = M =---=X,=0,

da dq,...,d, lLu. sind.

(©)=(a):

Es seien dy,do € V mit @ # da, dann ist @, —da # 0 Lu., also nach (c) auch ¢(d; —ds) = p(d1) — p(ds)

Lu., und damit ¢(ay) # @(ds). O

Satz 5.2.7 (Rangformel). Es seip € L(V,V') mit dim(V) < co. Dann gilt rg(p)+def(¢) = dim(V),
oder ausfiihrlich

dim(Bild(¢)) + dim(Kern(y)) = dim(V).
Die beiden Extremfille dieser Gleichheit sind

def(¢) =0 < dim(Bild(p)) = dim(V)
rg(p) =0 < Kern(p) = V.
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Beweis. Wir wihlen eine Basis dy,. .., d, von Kern(yp) und ergénzen sie nach Satz 3.3.23 von Steinitz
zu einer Basis dy,...,dy,b1,...,bs von V. Wir zeigen im Folgenden, dass

—

oV) = {{ @), 0B )
ist. Daraus folgt dann, dass rg(¢) + def(p) = r + s = dim(V') ist, also die Behauptung.

sind Lu.:

(a): o(b1), .-, p(bs)
Es sei 0= A\o(by) + - + Aso(bs) = o(A1b1 + - + Asby) mit \; € K. Es folgt

)\151+---+/\858€Kern(g0) = /\151+---+A355Zulc_il—i----—‘rurc_ir (mit,quK).

—

Dann ist puqdy + - - -+ urc_i,n_’—l— (—)\1)51 + -+ (—)\s)gs 0, woraus \y =+ =Ag=p1=---=pu, =0

folgt, da dy,...,dr,b1,...,bs Lu. sind.

(b): o(V) = (o(br). -, p(bs) ):
Es sei dazu v € ¢(V), etwa " = () fiir ein ¥ € V. Dann ist

T=ad + -+ iy + Biby + - + Bsbg
mit oy, 3; € K. Es folgt
7= (V) = ap(@)+ -+ arp(dr) + Bro(b) + -+ Bsp(bs)
= BiplB) +-+ Bpbs) € (9B),. 0B )

denn es ist ¢(d@;) = 0 fiir die @; € Kern(yp). O
Satz 5.2.8. FEs sei ¢ € L(V, V'), dann gilt:

(a) Ist dim(V) < oo, so gilt ¢ injektiv < rg(y) = dim(V).

(b) Ist dim(V') = dim(V"), so gilt ¢ injektiv < ¢ surjektiv.
Beweis. Es gelten die Aquivalenzen

injekti def(p) = 0 = dim(V) sowi
P ety Sat;:g.Z.G 6(90) Sat;:g.2.7 rg(go) lm( ) sowie

¢ injektiv g; dim(Bild(¢)) = dim(V') = dim (V") Sty ?fj.%(b) o(V)y=V".

5.3 Lineare Fortsetzung

Wir kommen nun zur Frage der Beschreibung linearer Abbildungen:

Satz 5.3.1. Es sei V = ((@1,...,dn)) und es seien by, ... b, € V' belicbige Vektoren. Dann gibt es
genau eine lineare Abbildung ¢ € L(V, V') mit p(d;) = 5j firj=1...n (d. h. eine lineare Abbildung
ist schon véllig festgelegt, wenn ihre Werte auf einer Basis von V bekannt sind. Andererseits konnen
diese Werte beliebig vorgeschrieben werden).
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Beweis.

Existenz:

Zu v € V existieren emdeutlg bestimmte A1,..., A\, € K mit ¥ = \dy + -+ + A\,dp. Die Abbildung ¢
wird dann durch (@) = A1by + - - - + Anby, definiert. Es bleibt, zu zeigen, dass ¢ linear ist. Dazu seien

n n
U= g Ajd; , W= E o
J=1 J=1

aus V beliebig und «, 8 € K, dann ist

n

plat+ pu) = o Za)\ + Buj)a; | = Z(a)\j +ﬂ,uj)gj

Jj=1 Jj=1

=a2)@+ﬁ2h@=wmm+ww»
j=1 j=1

Eindeutigkeit:
Es sei ¢ € L(V, V') mit ¢(d;) = Ej fiir j = 1...n. Fir jedes ¥ = A\1dy + - - - + A\pdp, muss dann gelten:

B(0) = \(@1) + -+ Ah(@n) = Aiby + - -+ Auby, = ()
also ¥ = ¢. O

Definition 5.3.2. Die durch die Zuordnung a; — Ej nach dem Satz eindeutig festgelegte lineare
Abbildung ¢ € L(V, V') heift lineare Fortsetzung dieser Zuordnung.

Satz 5.3.3. Es seien V und V' endlichdimensionale Vektorrdiume iber K, dann gilt

VeV & dim(V)=dim(V').
Insbesondere ist also jeder n-dimensionale VR tber K isomorph zum Standardraum K™.
Beweis. Die Richtung ,,=¢ folgt aus Satz 5.2.3. Zur Richtung ,,<“: Es sei dim(V') = dim(V') =n € N.
Fiir n = 0 ist die Aussage trivial, andernfalls ist V' = ((d1,...,d,)) und V' = << bi,...,by )). Wir
definieren ¢ € L(V, V') als die lineare Fortsetzung der Zuordnung aj — bj fiir j = 1...n, und miissen
nur noch die Bijektivitdt von ¢ zeigen. Ist b= Mby +-+ An b € V' beliebig, so ist b= (@) fir

= A\dy + -+ + A\pdp € V nach Definition von . Nach Satz 5.2.8(b) ist ¢ auch injektiv, und damit
ein Isomorphismus. O

Satz 5.3.4. Es seien ¢ € L(V,V') und ¢ € L(V', V"), also 1 o o € L(V,V"). Dann gilt
rg(p) +rg(v) — dim(V') < rg(yop) < minfrg(p),rg(¥)} .

Beweis. Die rechte Ungleichung folgt aus

rg(v 0 @) = dim (Bild(¢ 0 ¢)) = dim(v(p(V))) < {Siirrr?((lf((“/{’)))) _ Ei% ’

Fiir die linke Ungleichung betrachten wir die Abbildung ¢* = |, die Beschrénkung von 1 auf
den Unterraum ¢(V), also ¢¥* : ¢(V) — V”. Dann gilt

rg(bog) = dim((p(V)) = dim@*(V)) = rg(w”)
— dim(p(V)) — def(4*) > dim(p(V)) — def(®) = rg(i0) — (dim(V") — rg(®))

nach Satz 5.2.7. m
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5.4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Alle betrachteten Vektorrdume seien endlichdimensional. Sei ¢ € L(V, V") eine lineare Abbildung von
V nach V' und B bzw. B’ Basen von V bzw. V'. Nach Satz 5.3.1 kann ¢ durch die Bilder der Vektoren
aus B eindeutig beschrieben werden. Jedes dieser Bilder kann wiederum eindeutig als Linearkombina-
tion der Vektoren von B’ ausgedriickt werden. Die Koeffizienten dieser Linearkombinationen sammeln
wir nun in einer Matrix, die der Abbildung ¢ zugeordnet wird.

Definition 5.4.1. Es sei dim(V) = n < oo sowie dim(V') = m < oo, B = {by,...,b,} eine Basis
von V sowie B’ = {V),...,b],} eine Basis von V'. Ferner sei ¢ € L(V,V'). Wegen (b)) € V' gibt es
eindeutig bestimmte ay; € K mit

So(gl) = 04115/1—|—...—|—amlg;n = Zaklgz (l=1,...,n). (%)
k=1

Es sei M(p;B',B) = (ag) mit 1 <k <mund 1 <1 <n. M(p; B, B) heiit die ¢ bzgl. der Basen B
und B’ zugeordnete Matrix (auch Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. B und B’).

Satz 5.4.2. Mit den obigen Bezeichnungen sei
T=Mbi+ -+ b €V, @(@) =Xb +---+ X0, eV,

Dann gilt

N A1

C | = M@BLB)-| |- (%)

AL An
Definition 5.4.3. Wir nennen Ay, ..., A, die Koordinaten von ¥ bzgl. B (entsprechend sind A}, ..., A,
die Koordinaten von ¢(¥) bzgl. B').

Beweis von Satz 5.4.2. Es ist

n

p(@) = > () A by, also
=1 1 k=1

() 4

n
2 = Zakl)\l (k‘=1,...,m)d. h.
=1
A} antAt + -+ aap, Qi o Qqp A
)‘;’n miAl + o+ amn g aml Omn An

O

Bemerkung 5.4.4. Die Matrix M(¢; B, B) lisst sich folgendermafien einfach in Worten beschreiben:
Nach (*) besteht die [-te Spalte von M(¢; B’, B) aus den Koordinaten des Bilds ¢(b;) des I-ten
Basisvektors.

Wir betrachten jetzt die Matrizen, die einigen der im letzten Paragraphen als Beispiele aufgefiihrten
linearen Abbildungen zugeordnet sind, sowie ein paar andere Beispiele.
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Beispiel 5.4.5. Sei dim(V) = n und dim(V') = m und ¢ : V — V' der triviale Homomorphismus.
Dann ist bzgl. irgendwelcher Basen B und B’ von V und V stets M(yq; B, B) = 00™™ die Nullmatrix.

Beispiel 5.4.6. Es sci ¢ : V — V mit (@) = Ad fiir festes A € K und B = {b1,...,b,} irgend eine
Basis von V. Die [-te Spalte von M(g; B, B) besteht dann aus den Koordinaten ¢(b;) = A\b; bzgl. B,

also
A

A

Beispiel 5.4.7. Es sei V = R2 und ¢ : V — V mit p(x,y) = (\z,uy) die Eulerabbildung. Es
sei B = {€1,€2} mit &1 = (1,0) und & = (0,1) die Standardbasis. Dann gilt ¢(€1) = Aé1 sowie

@(62) = uea, also
¥; b, - 0 L .

Die Darstellungsmatrix hiangt im Allgemeinen von der Wahl der Basen ab. Ist beispielsweise B =
{bl,bg} mit b1 = (1, 1) und b2 = (1, —1), SO ist

- Abps  A—p- - A=~ A+p-
o(br) = ) = S+ S Bl () = (A - = S5+ SR
und damit
- Adp A—p
M(so,B,B):(ﬁ;u i)
2 2

Eine der wichtigen Aufgaben der linearen Algebra ist es, zu einer gegebenen Abbildung ¢ Basen zu
finden, bzgl. denen die Darstellungsmatrix besonders einfach wird:

Beispiel 5.4.8. Sei V = R3 mit der Standardbasis B = {€1,é,,€3} versehen, und ¢ € L(V,V) die
lineare Abbildung mit bzgl. B zugeordneter Matrix

-3 -2 -4
M(@B,B) = | -3 0 -3
8§ 4 9
Wir betrachten die neue Basis B = {51, 52, 53} mit
1 2 -1
by = 0] , ba= 3] , bs=|-1
-1 —4 2
Es ist
1 2 4 -1 -3
M@e:B,B) [ o] = M@B,B)| 3|=| 6| , MupBB|-1]|=|-3
—1 —4 —8 2 6
also kurz ¢(by) = = 2b, und (bs) = 3bs. Beziiglich der Basis B hat ¢ die einfache Diago-
nalmatrix
o 100
M(p;B,B) = [0 2 0
0 0 3

als Darstellungsmatrix. Die Abbildung ¢ streckt daher den R? in den Richtungen von 51, by und bz um
die Faktoren 1, 2 und 3. by, by und b3 nennt man die Eigenvektoren von ¢ mit zugehoérigen Eigenwerten
1,2,3.
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Beispiel 5.4.9. Ist ¢ € L(V,V’') ein Isomorphismus, so lassen sich die Basen B und B’ von V
und V' stets so wihlen, dass M(p; B, B) = &, fiir ein n € Ny ist. Nach Satz 5.3.3 ist némlich
dim(V) = dim(V’), und ist B = {by,...,b,} eine Basis von V, so sind nach Satz 5.2.6 die Vektoren
o(b1),...,p(bn) Lu., d. h. nach Satz 3.3.20 ist B’ = {¢(b1), ..., ¢(by)} eine Basis von V’. Offenbar ist
dann M(p; B', B) = &,,.

Beispiel 5.4.10. Es sei ¢ € L(K", K) mit

n
o1,y ..y xy) = Zajxj
j=1

eine Linearform und B = {é1,...,¢,} bzw. B’ = {1} die Standardbasen von K" bzw. K, dann ist
o(€;) = ¢(0,...,0,1,0,...,0) = a;,
i-te Stelle

also ist die Darstellungsmatrix die Zeile M(p; B, B) = (a1, ..., a,).
Beispiel 5.4.11. Es sei

= {p: R—R : pPolynom vom Grad < n}
mit der Basis B ={1,z,...,2"} und ¢ : V — V mit ¢(p) = p’ die Ableitung, dann gilt:

o(l) = 0 = 0-14+0-24+---4+0-z"Lpro. 2"
pz) = 1 = 1-140-z+--40-2"140-2"

o?) = 22 = 0-14+2-24+---+0-2" 14027

und somit
010 --- 0
00 2 --- 0
M(g;B,B) = [ 1 ;| € ROHLHD.
0 0 O n
0 0 O 0

Der néchste Satz besagt, dass lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Vektorraumen prak-
tisch mit Matrizen identifiziert werden kénnen:

Satz 5.4.12. Es sei dim(V) = n und dim(V’) = m, dann gilt L(V,V') = K™")  Genauer: Ist
B = {by,...,by} eine Basis von V sowie B' = {b},...,b,,} eine Basis von V', so ist durch

®(p) == M(p;B',B) fire e L(V,V')

ein Isomorphismus
LV, V") — K(mn

gegeben. Insbesondere ist dim(L(V, V’)) dim(K (™™ = m - n. Der inverse Isomorphismus
ot Kmn . Lv, V)

ist gegeben durch

—

q)*l(A) = YA, @A()‘lgl"i_"i_)\nbn) :/\/1_7 +)\;nb;n s = A- .
X A

53



Beweis. Man rechnet leicht nach, dass die Abbildung @ linear ist. ® ist injektiv: Es sei ¢ € Kern(®),
d. h. M(yp; B', B) = 0™, Dann ist nach Satz 5.4.2 (%) = 0 fiir alle 7 € V, d. h. ¢ ist der Nullvektor
von L(V, V"), also Kern(®) = {0} und ® ist injektiv nach Satz 5.2.6. ® ist surjektiv: Es sei A € K (™),
dann wird ¢4 wie im Satz definiert: fiir v = )qgl 4+ 4 )\nl_;n eV sei

N A1
pA(B) = B+ X, mit |2 = AL
N A

Dann ist ¢4 € L(V,V') und ®(p4) = M(pa; B, B) = A. Gleichzeitig ergibt sich die angegebene
Formel fiir 1. 0

Wir geben nun die angekiindigte Erklérung fiir die komplizierte Definition des Matrizenprodukts. Der
Komposition von Abbildung entspricht die Multiplikation der zugehoérigen Matrizen:

Satz 5.4.13. Es seien V,V' V" endlichdimensionale VR mit Basen B, B’, B". Fiir p € L(V, V') und
e LV, V") gilt dann:

M(@pop;B" B) = M(y;B",B")- M(p; B, B) .

Beweis. Es sei dim(V) = n, dim(V’) = m und dim(V") = p sowie B = {by,...,b,}, B = {5’1, L 0)
und B” = {,..., gg }. Wir definieren die Matrizen A und B durch

M(p;B' By =A=(ap) , 1<k<m1<i<n, ob)= opb,(l=1...m),
k=1
-, p -,
M@;B" B =B=(Bu) , 1<k<pl<i<m , v@})=> Bub(k=1...m).
j=1

Dann ist

m m m p p m
Wop)b) = vleb))=v (Z Oéklg;c) = ap(By) =Y o Y Bl =) <Z 5jkakz> b
k=1 k=1 k=1 j=1 k=1

= M@oyp;B" B) = (Zﬂjk%l) = B-A.
=g

0

Die Rechenregeln fiir die Matrizenmultiplikation von Satz 4.1.10 ergeben sich aus Satz 5.4.13 unmit-
telbar, da sie fiir die Komposition von linearen Abbildungen erfiillt sind.

Bemerkung 5.4.14. Der Endomorphismenring (L(V, V), +,0) aus Satz 5.1.11 ist mit dem Matri-
zenring K (™™ aus Satz 4.1.12 eng verwandt. Fiir die in Satz 5.4.12 definierte bijektive Abbildung
d: L(V,V) — K gilt

Pl +9) =2(p) +2(¢) , Plpod) =(p) 2(¢).

Eine solche Abbildung zwischen Ringen heifit Ringisomorphismus.
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Satz 5.4.15. Es seien V, V' endlichdimensionale VR mit Basen B, B’ und ¢ € L(V,V"), dann gilt
rg(p) = rg(M(p; B', B)). Insbesondere hingt der Rang von M(p; B', B) also nicht von der Wahl der
Basen B, B’ ab.

Beuweis. Essei B = {by,... by} und B’ = {b,,... b} sowie M(p; B, B) = A= (ay) mit 1 <k <m
bzw. 1 <[ <n.Fiurl=1...nist

p(br) = > aubl,
=1

d. h. der I-te Spaltenvektor
850

von A ist der Koordinatenvektor von go(gl) bzgl. der Basis B’. Wir zeigen fiir 1 <1y <lp < ... <[.<n
die Aquivalenz

—

o), olby ) Lu. & @,,....d, Lu.. (%)
Es gilt

6 = Z)\j(p(glj) = Z)\j< aklj&.) =4 Zaklj)\j :Ofﬁrkzl,...,m (da gllvvgin l.u.)
k=1

J=1 Jj=1 Jj=1

& Nay 4+ Ma, = 0.
Damit ist (%) bewiesen. Es folgt

1g(e) = dim(p(V)) = dim((@(br),. .., 0(bn) )
Maximalzahl von l.u. Vektoren unter den ¢(by),...,¢(by)

—

Maximalzahl von l.u. Vektoren unter den a1, ..., d,

= Spaltenrang von A = rg(A).
O

Satz 5.4.16. Es sei dim(V) = dim(V’) = n und B, B’ Basen von V bzw. V', sowie ¢ € L(V,V’'),
dann gilt
o bijektiv < M(p; B', B) regulir .

In diesem Falle ist M(¢~'; B, B') = M(y¢; B', B)~L.
Beweis. Es gilt

¢ bijektiv 5.2<.?3>(b) @ surjektiv 3.?26 rg(o) =n 5.?15 rg(M(p; B',B)) =n.

Und nach Satz 5.4.13 ist
M(¢ B, By M(¢;B',B) = M(¢ ' og;B,B) = M(idy;B,B) = &,.
O

Bemerkung 5.4.17. Die Abbildung ® : L(V,V) — K ™™ mit ®(¢) = M(p; B, B) bildet daher die
Automorphismengruppe von V bijektiv auf die Gruppe der reguliren Matrizen in K™ ab, und es
gilt ®(p o)) = ®(p) - ©(¢0), d. h. ® ist ein Gruppenisomorphismus.
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Satz 5.4.18. Fiir Matrizen A € K™ und B € K™P) gilt

rg(A) +rg(B) —n < rg(AB) < min(rg(A),rg(B)) .

Beweis. Wihle Vektorrdume V, V', V" mit Dimensionen p,n, m und Basen B, B/, B”. Nach Satz 5.3.1
gibtes p € L(V, V'), ¢ € L(V', V") mit M(p; B', B) = Bund M(v¢; B”, B") = A, also nach Satz 5.4.13
Ao p; B”,B) = A- B. Nach Satz 5.4.15 ist rg(A) = rg(¢), rg(B) = rg(¢) und rg(AB) = rg(y o ¢).,
so dass die Behauptung aus Satz 5.3.4 folgt. O

Satz 5.4.19. Es sei A € K™ beliebig, und es seien X € K™ b Y € K™ regulir. Dann
ist rg(XA) = rg(AY) = rg(A), d. h. Multiplikationen mit requliren Matrizen dndern den Rang einer
Matrix nicht.

Beweis. Nach Satz 5.4.18 gilt

IV IA

re(XA) { min(rg(X),1g(A)) = 1g(A) da rggﬁ) iZLL = rg(X),

rg(X) +rg(A)—m = rg(A) darg

min(rg(A),rg(Y)) = r1g(A) darg(A) <n=rg(),
rg(A) +1g(V) —n = rg(A) darg(y)=n :

IV IA

rg(AY) {

5.5 Basiswechsel

Wir untersuchen nun, wie sich die Koordinaten eines Vektors v € V beim Wechsel der Basis des
Vektorraums V' dndern. Aulerdem untersuchen wir die damit eng verwandte Frage, wie sich die zu
einer Abbildung ¢ € L(V, V') bzgl. der Basen B, B’ gehérende Matrix M(p; B’, B) dndert, wenn die
Basen B, B’ durch andere Basen ersetzt werden. Zun#chst beweisen wir einen Satz iiber die Gesamtheit
aller Basen eines Vektorraums:

Satz 5.5.1. Es sei B = {by,... by} eine Basis von V und ¢ € L(V,V). Genau dann ist B =
{@(b1),...,p(bn)} eine Basis von V, wenn ¢ ein Automorphismus ist.

Beweis.
B Basis < cp(gl),...,w(gn) lu. < rg(p) =n < ¢ Automorphismus .

Bemerkung 5.5.2. Es besteht also eine umkehrbar eindeutige Entsprechung zwischen

1. den Automorphismen von V/,
2. den Basistransformationen von V/,
3. den reguldren (n x n)-Matrizen iiber K.

Satz 5.5.3. Es scien B = {by,...,by} und B' = {b,,...,b,} Basen von V und ¢ € GL(V) ein
Automorphismus. Dann gilt M(p; B', B) = M(idy; B, p(B)) mit o(B) = {o(b1),...,o(bn)}.
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Beweis. Die Menge ¢(B) ist nach Satz 5.5.1 eine Basis von V. Beide Matrizen sind = (o) mit
1<k<nbzw.1<I[<n, mit
n
o) = idy(pd) = > awb, (=1,...,n).
k=1

]
Satz 5.5.4. Es seien B = {b1,...,bp} und o(B) = {p(b1),...,¢(by)} Basen von V fiir ¢ € GL(V).
Sind Ay, ..., A\ bzw. N}, ..., N, die Koordinaten von ¥ bzgl. B bzw. bzgl. p(B), d. h. gilt

-

T=Mb1 4+ Apbp bzw. T= Njp(by) + -+ N.o(bn) ,

50 15t
N A1
o | = M(g:B,B) |
AL An
Beweis. Nach Satz 5.4.2 gilt
A A1
| = Mdvsem), B | (+)
N A

Nach Satz 5.4.13 ist andererseits

En =

M(idy; B, B) = M(idy; B, ¢(B)) - M(idy; ¢(B), B)
also M(idy; p(B), B) = M(idy; B, ¢(B))~! und daher nach Satz 5.5.3

M(idv;¢(B),B) = M(p;B,B)™".
Daraus und aus (x) folgt die Behauptung.

O

Beispiel 5.5.5. Im Geometrieunterricht begegnet man der Hyperbel in zwei Formen als Kurven. Die
Kurven in der xy-Ebene mit den Gleichungen

N P
R
| N %
< y
I AN v
N 7
\ AN Vs
| N
k /
N p
N N 4
S~ \ /
7 \\
\ / %
\ s AN
| / N
| Vs Y
/ ™
/// \\\
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werden jeweils als Hyperbeln bezeichnet. Woher wissen wir, ob durch die Gleichungstypen (I) und (II)
kongruente Kurven beschrieben werden? Die Skizzen legen die Vermutung nahe, dass Kurven vom
Typ (II) durch eine Drehung um 45° (im Gegenuhrzeigersinn) in Kurven des Typs (I) iibergefiihrt
werden. Zum Beweis dieser Vermutung drehen wir das zy-Koordinatensystem um 45° in das xz'y’-
Koordinatensystem und untersuchen die Gleichung der Kurve zy = a in z’y’-Koordinaten. Zunéchst
leiten wir die Transformationsgleichungen fiir eine Drehung des Koordinatensystems um einen Winkel
¥ im Uhrzeigersinn her.

sin

cos

Die 2/-Achse wird aufgespannt vom Vektor by = (cosd,sin ), die y'-Achse von by = (—sin ), cos ).
Wihrend die ry-Koordinaten die Koeffizienten ¥ = (x,%) € R? in der Darstellung ¥ = (x,y) = &1 +yé>
sind, sind die #'y/-Koordinaten von ¥ die Koeffizienten ',y in der Darstellung & = 2’by + y'bs. Die
Matrix der Drehung ¢ € L'(R2,R?), die B = (&1,&) in B’ = (b, by) iiberfiihrt, ist

Mg B, B) = <cosq9 —smﬁ)

sin ¥ cos Y

z\ _ (cos? —sind) (o
y)  \sind  cos? Y

{x = (cos¥)x’ — (sind)y
y = (sind)x’ + (cosd)y

daher ist nach Satz 5.5.4

oder

Fiir ¢ = § (=45°) erhalten wir sin? = cos ) = \/—, daherist zy = a aqulvalent zu (2’ —y)(2'+y) = a
oder z'? — 32 = 2a. Die Kurve 2y = a geht daher aus der Kurve 2 — y? = 2a durch eine Drehung um
45° hervor. Die Gleichungen (I) und (II) stellen in der Tat kongruente Kurven dar, falls b = 2a ist.

Satz 5.5.6. Es seien dim(V),dim(V’) < co und B bzw. B’ Basen von V bzw. V', sowie p € GL(B)
bzw. o € GL(V'). Sei X = M(p; B, B) und Y = M(o; B', B'). Dann gilt fiir alle ¢ € L(V,V'):

M(p;o(B'),0(B)) = Y~ M(p;B',B) - X..
Beweis. Nach Satz 5.4.13 gilt

M(p:o(B'),0(B)) = Mlidyopoidyia(B'), o(B))
= M(idy: o p;0(B’), B) - <1dV,B o(B))
= M(idyr;0(B'), B') - M(g; B', B) - M(idy; B, o(B)) .

Nach Satz 5.5.3 folgt
M(idy+;0(B'), B') = M(idy+; B ,o(B)) ™' = M(o; B, B )"t =y !
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und ebenso
M(idv; B, o(B)) = M(¢; B,B) = X .

Damit ergibt sich die Behauptung. O

Wir erhalten als Spezialfall

Satz 5.5.7 (Basiswechsel fiir lineare Abbildungen). Es sei dim(V) < oo, 0 € GL(V) und B
eine Basis von V. Dann gilt fir alle ¢ € L(V,V):

M(p;0(B),0(B)) = X' - M(p;B,B)- X mit X =M(o;B,B).

Beispiel 5.5.8. Im Beispiel 5.4.8 betrachteten wir die lineare Abbildung ¢ € L(R3 R3) mit bzgl.
B = {é1, &, €3} zugeordneter Matrix

-3 -2 —4
M(p;B,B) = -3 0 -3
8 4 9
Wir betrachteten die neue Basis B = {b1, by, b3} mit
1 2 -1
by = 0] , be= 31 , bs=1-1
-1 —4 2
Es ist B = ¢(B) mit
1 2 -1
X = M(o;B,B) = 0 3 -1
-1 —4 2
Auflerdem war
o 100
M(p;B,B) = [0 2 0
0 0 3
Satz 5.5.7 sagt uns daher, dass
-3 -2 —4 100
xt=3 0 =3]-x=1(020
8 4 9 0 0 3

ist, was man durch Nachrechnen bestétigt. Wir haben die Matrix

-3 -2 -4
-3 0 =3
8 4 9

diagonalisiert. Im Kapitel iiber Eigenwerte werden wir das Verfahren zur Diagonalisierung beschreiben.

Ein Wichtiger Spezialfall von L(V, V') ist

Definition 5.5.9. Der Dualraum eines K-Vektorraums V ist V* = L(V, K), die ¢ € V* nennt man
Linearformen (im Fall K = R, C auch lineare Funktionale).
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Satz 5.5.10. Es sei dim(V) =n < oo, dann ist V* 2 V. Ist B = {51, . ,5n} eine Basis von V', so
gibt es zu jedem @ € V* eindeutig bestimmte ay,...,a, € K mit

O(T) = a1+ + anhy fiir T = Aby+ -+ Anbp .

Die Abbildung ¥ : V* — K", ¢+ (aq,...,qy) ist ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Satz 5.4.12 ist dim(V*) =n-1 = dim(V), also V* 2 V nach Satz 5.3.3. Bzgl. der Basis
{1} von K ist M(p;{1},B) = (a1, .., an) € K™ also nach Satz 5.4.2

At
e(¥) = (a1,...,an) | 1 fiir T = AMby+ -+ A\yby .
An
Die Linearitdt und Bijektivitat der Abbildung ¥ priift man leicht durch Nachrechnen. U

60



Kapitel 6

Lineare Gleichungen

Es sei K stets ein Korper.

6.1 Theorie der Linearen Gleichungen

Definition 6.1.1. Es seien oy, 0 € K fur k=1,...,mund [ = 1,...,n. Man bezeichnet

anry + oz + oo 4+ appr, = by
@171+ agpre + 0+ gy, = by
(%)
am1T1 + Qmar2 + o+ QT = by
als ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen und n Unbekannten zi,...,z, und
Koeffizienten ay; € K. Man nennt A = (ay,;) € K™ die Koeffizientenmatrix, und
b
b = :
Brm

die rechte Seite des Systems (). Fiigt man zu A als (n 4 1)-te Spalte b hinzu, so erhilt man die
erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) € K"+ des LGS (x).

Fasst man die Unbekannten x1,...,z, zu einem Spaltenvektor
Ty
T =
Tn

zusammen, so ldsst sich (x) kiirzer als Matrixgleichung

AZ = b (xx)
schreiben. Jedes # € K™ derart, dass (%) bzw. (xx) gilt, heifit eine Losung des LGS; gibt es ein solches
&, so heiit (x) losbar, sonst unlésbar. Ist b= 0, so heiBt das LGS homogen, sonst inhomogen, in diesem

Fall nennt man AZ = 0 das zu (*) gehdrende homogene LGS. Ein homogenes LGS besitzt immer die
triviale Losung Z = 0. Es erheben sich folgende Fragen:
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1. Unter welchen Bedingungen an A, b ist (%) losbar?
2. Wie sieht die Losungsmenge von () aus?

3. Gibt es ein Verfahren, die Losungsmenge zu berechnen?

Fiir eine individuell gegebene rechte Seite b hat man das Kriterium

Satz 6.1.2. Es gilt: AT = b losbar < rg(Alb) = rg(A).

Beweis. Das System AX = b ist losbar genau dann, wenn b eine Linearkombination der Spalten
ai,...,a, von A ist, und es gilt

- - -

b€<61,...,6n> = <61,...,6n,b>:<61,...,6n> = dlm((&’l,,&'n,b) dlm((&’l,,&'n»
b (

< Spaltenrang von (A|b) = Spaltenrang von A < rg(A|b) = rg(A) .

Betrachtung mehrerer rechter Seiten fiihrt auf folgende Begriffe:

Definition 6.1.3. Ein LGS AZ = b mit A € K(™" heift universell 16sbar, wenn () fiir jede rechte
Seite b € K™ losbar ist, eindeutig Losbar, wenn (x) fiir jede rechte Seite b hochstens eine (eventuell
keine) Losung & € K™ besitzt.

Satz 6.1.4. Ein LGS AT = b mit A € K™ st

(i) Universell losbar < rg(A) = m.

(ii) Eindeutig lisbar < rg(A) = n.
Beweis. Betrachte ¢ € L(K", K™) mit ¢(Z) = AZ. Dann gilt:
AZ = b universell 1ssbar < ¢ surjektiv, d. h. o(K") = K™ < rg(A) = rg(p) = dim(K™) = m.
Ebenso gilt

AZ = b eindeutig l5sbar < ¢ injektiv e Kern(y) = {0}
5 0 = def(¢) = dim(K") —rg(¢) =n —rg(A) & rg(A)=n.

Satz 6.1.5. Ein LGS AT = b mit A € K(mn) st genau dann universell und eindeutig losbar, wenn
m = n = rg(A) ist, d. h. wenn A quadratisch und reguldr ist. Fir ein LGS der Form AZX = b mit
Ae K™ (d. h. Anzahl der Unbekannten=Anzahl der Gleichungen,) gilt:

AZ = b universell losbar < AT =15 eindeutig losbar .

Beweis. Das folgt unmittelbar aus Satz 6.1.4. O

Satz 6.1.6. Die Lisungsmenge H = {f eK" . A¥ = 6} eines homogenen LGS mit A € K™ st

ein Unterraum des K™ der Dimension dim(H) = n — rg(A).
Beweis. Es ist H = Kern(yp) mit ¢ : & — AZ, also nach 5.2.7 dim(H) =n —rg(¢) =n —rg(A). O
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Um die Losungsmenge eines inhomogenen LGS beschreiben zu koénnen, fithren wir den Begriff der
linearen Mannigfaltigkeit ein:

Definition 6.1.7. Eine Teilmenge M eines Vektorraums V heifit eine lineare Mannigfaltigkeit (oder
auch affiner Unterraum) der Dimension m, wenn sie geschrieben werden kann als

M = {thy+u : uecUy}
fiir ein festes ¥p € V und einen Untervektorraum U von V' mit dim(U) = m.
Satz 6.1.8. Der VR U st durch M eindeutig bestimmt, d. h. ist
M = {th+u : dely} = {th+u : uelU},

so ist Uy = Uy. Fiir vy kann jeder Vektor aus M genommen werden.

Beweis. Sei iy € Uy, dann gilt vp+1y = U1+ mit gewissen v; € M und u; € Uy. Da vy = y+0e M
gilt ist ¥y = ¥ + W1 mit Wy € Uy, also

Up + g = U1 + W1 + Uy =V + Uy = Uy =1u —w €U
und somit Uy C U;. Genauso folgt Uy C Uy, also Uy = Uj. Sei nun 4, € M, dann ist
Ty=v+« (mit @' eU) = M={t+u : ﬁ'EU}:{ﬁ’é—i-ﬁ : ﬁEU}.
O

Beispiel 6.1.9. Den ersten Beispielen sind wir in der Einleitung begegnet: Die Geraden im R?
oder R3, die geschrieben werden konnen als {@+tb : t € R} (mit b # 0) bzw. die Ebenen im R3
{@+ sb+tc : s,t € R} (mit b, ¢l.u.) sind eindimensionale bzw. zweidimensionale Mannigfaltigkeiten.

Satz 6.1.10. FEine lineare Mannigfaltigkeit eines VR V ist genau dann ein Untervektorraum von V,
wenn sie den Nullvektor enthdlt.

Beweis. Die Richtung M Untervektorraum = 0 € M ist klar. Andererseits gilt fiir 0 € M nach Satz
618 M ={0+u : ueU}="U. O

Satz 6.1.11. Sind M und N lineare Mannigfaltigkeiten von V' mit dim(N) < oo und M C N, so ist
dim(M) < dim(N). Es gilt dann dim(M) = dim(N) < M = N.

Beweis. Essei iy € M, dann gilt nach Satz 6.1.8: M = {tp+ 4 : €« € Up}und N = {0p+d : u € Uy}
mit gewissen Untervektorrdumen Uy, Uy von V. Es folgt Uy C Uy, und die Restbehauptung folgt aus
Satz 3.3.26. 0
Satz 6.1.12. Ist ¢ € L(V,V’) mit dim(V),dim(V") < oo, und M eine lineare Mannigfaltigkeit in V,

so ist o(M) = {p(¥) : ¥ € M} eine lineare Mannigfaltigkeit in V'. Ist ¢ ein Isomorphismus, so ist
dim(M) = dim(p(M)).

Beweis. Es ist p(M) = {p(th) + (@) : ©e U} = {p(th) +u : W€ pU)}. O

Wir beschreiben nun die Losungsmenge des inhomogenen LGS:
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Satz 6.1.13. Ist das LGS
AZ = b, Ae K™ | pe K™ (%)

losbar, so ist die Lisungsmenge eine lineare Mannigfaltigkeit des K™ der Dimension n — rg(A). Man
erhdlt alle Losungen des LGS in der Form T = Zy + &}, wenn Ty eine beliebige aber feste (partikulire
oder spezielle) Losung des LGS ist, und Zj, simtliche Lisungen des zugehdrigen homogenen LGS

—

AZ = 0 (%)

durchliuft. Die Losungsmenge von (x) ist ein Vektorraum genau dann, wenn b=0 ist.

Beweis. Es sei &j, eine Losung von (%), dann ist & = Zy + &, eine Losung von (x), denn es gilt
Af:A(fO‘f'fh) :Afo+Afh:g+6:g.

Jede Losung & von (%) hat die Form & = Zy + &, denn aus AZ = b folgt A(Z — &) = 0, also ist
¥ — Ty =: &, eine Losung von (*x). Die Losungsmenge von (x) ist eine lineare Mannigfaltigkeit der
Dimension n —rg(.A), da nach Satz 6.1.6 die Losungsmenge von (xx) ein Unterraum des K™ mit dieser
Dimension ist. Die Losungsmenge von (*) ist nach Satz 6.1.10 ein Untervektorraum genau dann, wenn
Z = 0 eine Losung von (%) ist. Dies ist jedoch dquivalent zu b=A0=0. O

Es gilt nun auch die Umkehrung von Satz 6.1.13: Jede lineare Mannigfaltigkeit des K™ ldsst sich als
Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems darstellen. Wir beweisen den etwas allgemeineren

Satz 6.1.14. Es sei M eine lineare Mannigfaltigkeit des Vektorraums V iiber K. Es sei dim(M) =m
und dim(V) =n, 0 < m < n, und k = n —m. Es sei L(M) C V* die Menge aller Linearformen,
die auf M konstant sind. Dann ist L(M) ein k-dimensionaler Unterraum von V*. Fir jede Basis
{1, 0k} von L(M) gibt es c1,...,c, € K, so dass

e1(0) = «a
reM &
ee(V) =
M ist ein Untervektorraum von V' genau dann, wenn c¢; = --- = ¢ = 0 ist.
Beweis. Sei zunédchst U ein m-dimensionaler Untervektorraum von V, und B = {51,...,5n} eine

Basis von V. Nach Satz 5.5.10 gibt es zu jedem ¢ € V* eindeutig bestimmte «q,...,q, € K mit
o(¥) = a1 A1+ - +apAy, fiir ¥ = A\jby + -+ -+ A\pb, € V. Die Abbildung ¥ : ¢ — (aq,...,q,) ist nach
Satz 5.5.10 ein Isomorphismus von V* nach K". Die Vektoren

i = AMibi 4+ - 4 Anba
'17m - )\mlgl + -+ A77171[_)’71

mogen eine Basis von U bilden, dann hat die Matrix

A1 o0 A
E — . .

)\ml to /\mn
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den Rang m. Wéaren niamlich die Zeilen von £ l.a., dann wéren auch v, ..., v, l.a., was der Basisei-
genschaft widerspricht. Es gilt

A1+ 0 4+ Apa, = 0
VU ) =0 & pi) = =) =0 e {20 T T Ama =0
)\m.lal + -+ /\W;an = O
Das System () fassen wir nun als LGS mit der Koeffizientenmatrix £ und den Unbekannten ay, ..., o,
auf. Darg(L) = m ist, bildet nach Satz 6.1.6 die Lésungsmenge {(aq, ..., o)} von (x) einen Unterraum

L des K™ der Dimension k = n — m. Die Menge L(U) = ¥ ~!(L) bildet einen k-dimensionalen Unter-
raum von V*. Sei nun M eine m-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit, also M = {ty+ 4 : @€ U},
U ein Unterraum von V' mit dim(U) = m, dann gilt

©(U) konstant auf M < Vi e U : ¢o(Uy+u) = p(th) < YueU: o) =0.

Diese ¢ bilden nach dem Obigen einen k-dimensionalen Unterraum von V*. Sei {1, ..., ¢k} eine Basis
von L(M) und
i(0) = ¢ , 1<i<k, VieM. ()
Dazu sei ¥ (y;) = (1, ..., i) und
alp s Oip
A= )
Ag1 - Okn
dann ist rg(A) = k. Fiir @ = 211 + - - - 4 @by, ist (%) dquivalent zu
il C1
al| =1 (15 %)
T, Ck

Nach Satz 6.1.13 ist die Losungsmenge N von (k%) eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit von V' mit
M C N. Nach Satz 6.1.11 ist M = N. O

6.2 Der Gaufische Algorithmus

Der Gaufische Algorithmus ist ein algorithmisches Verfahren zur Berechnung der Lésungsmenge eines
linearen Gleichungssystems, das wir in diesem Abschnitt beschreiben: Gegeben sei ein LGS

aq1 Qn ﬂl
AZ = b, Ae K™ mit (Ab) = c| (+)

Qm1  Omn | Bm
1. Schritt:

Falls in der 1. Spalte mindestens ein Element a; # 0 vorkommt, bringe man (A|b) durch elementare
Zeilenumformungen in die Gestalt

YRR
- 0
(AW 50y = ' 22 a%n 52: (1)
0 Oz% a% )



Das LGS AW 7 = () hat dann dieselbe Losungsmenge wie AZ = b: Jede elementare Zeilenumformung
lasst sich ja durch passende elementare Zeilenumformungen wieder riickgéngig machen. Enthélt die 1.
Spalte von A nur Nullen, so vertausche man sie zuvor mit einer Spalte von A (die Spalte b kommt nicht
in Betracht), welche mindestens ein Element # 0 enthilt. Diese Umformung muss registriert werden:
sie bedeutet eine Umnummerierung der Unbekannten. Die so erhaltene Matrix bringe man dann durch
elementare Zeilenumformungen auf die Gestalt (1). Ist A = 00™") so ist man von vorneherein fertig.

2. Schritt:
Falls in der Matrix A®) in der 2. Spalte unter den 0412;12) fiir kK = 2,...,m mindestens ein Element # 0
vorkommt, bringe man (A®[6™®) durch elementare Zeilenumformungen in die Gestalt

EEEI
(A@ @) = 0 1 a?B T Qg | P @)

R e
Sind aglz), e ,ozfi; = 0, dann vertausche man die 2. Spalte von A mit einer Spalte der Nummer o

mit 3 < Iy < n, welche mindestens ein a&)lo # 0 enthélt (kg > 2). Danach bringe man die Matrix

durch elementare Zeilenumformungen in die Form (2). Ist jedoch die gesamte Teilmatrix (al(i)) fiir
2<k<mund 2 <[ < n Null, so ist man fertig. So fortfahrend, gelangt man zu einer Matrix der
Gestalt

0O 0 --- 0 0‘?%+1 - ag{’% %p;
0421,? +1 agjn 2p
001 - 0 afy - af)| sy
(AP ) = ») W | .0 | (p)
Qppt1 0 Qpn | Pp
o 0 - 0 ﬁfffl
00 0 --- 0 0 0 T(];)

Die Losungsmenge des LGS AWz = b stimmt nun (bis auf eventuelle Umnummerierung der Unbe-
kannten) mit der von AZ = b iiberein. An den letzten m — p Zeilen kann die Losbarkeit des Systems
abgelesen werden:

Fall 1:

Ist mindestens eines der 51(913217 cee @(ff) nicht Null, so ist das LGS nicht 1osbar mit
rg(Al) = rg(APBP)) = p+1 = rg(AP)+1 = rg(A)+1.

Fall 2:

Ist dagegen ﬁl(f_?l =...= 7(5) = 0, so ist das LGS lésbar mit

rg(Alp) = rg(APBP) = p = rg(AP) = rg(A).
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Explizite Angabe der Losungsmenge:
Der Einfachheit halber sei angenommen, dass keine Spaltenvertauschungen stattgefunden haben. Das
LGS A®z = p®) lautet explizit

P P p
e + a§7)+1xp+1 + ... + agﬂlxn — g )
(p () _ (»)
T2 + oy, Tpy + o agan = B
P p p
Ty + O‘z(),z))ﬂ%ﬂ + o+ Oz;(),%xn = 1() )
und kann zu
p p P
T = E ) - ag,)ﬂxpﬂ - T ag,r)z‘rn
_ g (p (p)
T2 = Pg° = Ogu1Tpy1 — 0 T Qg pTp
_ () (p)
Tp = Pp- — QppriTpl — 0 = OQpnln
umgeschrieben werden. Dabei sind die x4 1, . . ., z,, frei wéhlbare Parameter. Der allgemeine Losungsvektor
Z hat also die Form
(p) (p)
51 - al +1Tp+1 — — O pTn
(p)
ﬁz O‘Q p+1$p+1 — Qg nTn
T .
r = = (p) (p) (p)
* ﬂp — Oy pp1Tp+1l T 0 T Qpndn
Tp Tp41
Tn
() (») () (p)
By al,erl —O pt2 —O0q
() () () (p)
By %% pt1 % pt2 —AQpn
= 0 T Tp1 1 T Tpt2 0 o T 0
0 0 1 0
0 0 0 1
N—_——
Partikuldre Losung von AZ = b Basis des Losungsraums von AZ = 0

Bemerkung 6.2.1. Betrachte ein LGS AZ = b simultan fiir mehrere rechte Seiten:
AZ =b, Afa=1by, ... , AT, = b,

oder dquivalent dazu die Matrixgleichung AX = B mit X = (Z1,...,Z,;) und B = (b, ... ,Eq). Diesen
Fall behandelt man analog durch Umformung der Matrix (Aby, . .. ,gq) = (A|B). Ein Spezialfall dieses
Problems ist uns schon in Satz 4.3.5 bei der Bestimmung der inversen Matrix A~! begegnet, was ja
auf die Losung der Gleichung AX = &,, hinausléuft.
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=,

Bemerkung 6.2.2. Es geniigt auch, (A[b) durch Zeilenumformungen in die folgende allgemeinere
Form zu bringen:

ajyp x B
0 0 by -+ & x o % B4
: : : . : : : : R N /
0 0 0 ... a;p . s 5},) , * = beliebige Eintrige aus K , oj; #0.
0 0 O --- 0 0 --- 0 o
0 0 O --- 0 0 --- 0 i
Im Falle der Losbarkeit (8,,, = --- = 3}, = 0) erhilt man die Losungen durch sukzessives Auflosen
der Gleichungen von unten nach oben.
Beispiel 6.2.3. Wir losen das System
z + 2y — 3z 4+ 4w = 7
20+ 4y — 6z + 10w = 20 .
-z — 2y + 92 — 9w = -10
1 2 -3 4 7 1 2 -3 417
(A|b) = 2 4 —6 10| 20 — 0 O 0 2| 6
-1 -2 9 —-91]-10 0 0 6 —5|-3
1 2 -3 0]-5 1 2 0 01
— 0 0 0 1| 3 — 1 0 0 0 1]3
0 0 6 0] 12 0 0 1 0]2
T Yy z w
o (100 21 r =1 - 2
palemgme 01 0 03 = {w = 3 . y € R beliebig .
0 0 1 0|2 z = 2
r w z Yy
Damit ergeben sich sédmtliche Losungsvektoren in der Form
x 1 -2
y| |0
w 3 0

Beispiel 6.2.4. Man bestimme eine Gleichung der Ebene E des R3, die durch die Punkte P =
(1,-1,2), Q@ = (2,4, —5) und R = (3, 1,0) verlauft. Losung: Da die Ebene E eine 2-dimensionale lineare
Mannigfaltigkeit des 3-dimensionalen R? ist, gibt es nach Satz 6.1.14 eine Linearform ¢ € L(R3,R)
und ein d € R mit
TeE & o) =d.

Diese hat die Form ¢(z,y,2) = ax + by + cz. Die Bestimmung von ¢ geschieht nach der im Beweis
von Satz 6.1.14 beschriebenen Methode. Die Richtungsvektoren von E' sind P—Cj = (1,5,—7) und
PR = (2,2,—2), also ist

1 2
E = 1]+t 9| +u 21 : t,buelR
2 =7 -2



Die Koeffizienten (a,b,c) von ¢ bestimmen sich als Losungen des LGS
a + 5 — T7c = 0 o o + 56 — T¢c =0
20 + 2b — 2¢ = 0 - 8 4+ 12¢ = 0

Wir wihlen ¢ = 2, dann ist b = 3 und a = —1, sowie p(x,y,z) = —x + 3y + 2z (die Menge der
Moglichen ¢ bildet nach Satz 6.1.14 einen 1-dimensionalen Vektorraum, also ist ¢ nur bis auf einen
konstanten Faktor bestimmt). Den verbleibenden Koeffizienten d in der Gleichung von E erhélt man,
indem man einen beliebigen Punkt von E in ¢ einsetzt: beispielsweise ist ¢(1,—1,2) = 0, also d = 0,
und die Gleichung von F ist

-z 4+ 3y + 2z =0.

Wegen d = 0 geht E durch den Nullpunkt, und ist sogar ein Untervektorraum von R3.

Beispiel 6.2.5. Man finde ein Gleichungssystem fiir die 3-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit M
des R®, die durch die Punkte

P =(2,-1,0,3,4), P, =(1,2,1,3,5), P3=(3,1,1,4,5) , P, = (2,0,1,5,0)
verlduft. Losung: Wir schreiben M zunéchst wieder als
M = {Gy+d : @€U} , UCR’ Unterraum .
U hat die Basis

B = {P1P2, PP P1P4} .
Nach Satz 6.1.14 gibt es 2 Linearformen o1, p2 € L(M) und d;,ds € R, so dass
Z1
T=| | eM & () =d undps(Z) =ds.
T5

Die Linearformen ¢, s konnen als irgendeine Basis des 2-dimensionalen Unterraums L(M) von

L(R?,R) bestimmt werden. Die Koeffizienten s, ..., a5 der ¢ € L(M) bestimmen sich als Lésungen
des LGS
-1+ 3o + a3 + a5 = 0
ar + 2a0 4+ az + oy + as; = 0
ay + a3 4+ 204 — 4das; = 0
Diese Koeffizienten sind die Komponenten der Vektoren der Basis B. Der Gaufische Algorithmus liefert
—1 3 1 0 1 1 -3 -1 0 -1 1 -3 -1 0 -1
1 2 1 1 1] — [0 ) 2 1 2] — |0 1 1 2 —4
0 1 1 2 —4 0 1 1 2 —4 0 0 -3 -9 22
Die Wahlen a4y =0, a5 = —3 bzw. ay = 1, a5 = 0 liefern zwei l.u. Linearformen ¢, @o:
ag=0,a05 =—-3 = a3=-22,a =10,a1 =5
as=1l,as= 0 = a3= —3,aea= 1,1 =0"

Also ist p1(x1,...,25) = bxy + 10xe — 2223 — 325 und pao(x1,...,25) = x2 — 3xs + 4. Die Zahlen
di,dy € R ergeben sich wiederum durch Einsetzen eines beliebigen Punktes von M in ¢; und ¢o:
beispielsweise ist

@1(27_1705374—) = —12 ’ 902(27_1705374-) = 2.
M ist also bestimmt durch das LGS
51 + 10x9 — 223 - 3z = -—12
Ty — 3rs + x4 = 2

Wegen dy,ds # 0 ist M kein Untervektorraum.
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